


ЛЕНИНГРАДСКИЙ ОРДЕНА ЛЕНИНА

И ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ

ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ имени А. А. ЖДАНОВА

Г. П. АКИЛОВ, Б. М. МАКАРОВ, В. П. ХАВИН

ЭЛЕМЕНТАРНОЕ ВВЕДЕНИЕ

В ТЕОРИЮ ИНТЕГРАЛА

Допущено Министерством высшего и среднего
специального образования РСФСР

в качестве учебного пособия
для студентов

государственных университетов

ИЗДАТЕЛЬСТВО
ЛЕНИНГРАДСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

1969



Печатается по постановлению

Редакционно-издательского совета

Ленинградского университета

В книге излагается материал, обычно изучаемый

на I и II курсах физико-математических факультетов

университетов (интегральное исчисление, в частности

кратные и несобственные интегралы). Изложение

основано на современной теории меры, которой

посвящена глава I. Необходимые для понимания книги

сведения из смежных разделов анализа (элементы

теории множеств, суммируемые числовые семейства,,

дифференцируемые отображения евклидовых

пространств) составляют содержание трех добавлений.

Книга предназначена для студентов младших

курсов и для лиц, занимающихся самообразованием.

Отв. редактор С. А. Виноградов

2—2—3

61—68



ПРЕДИСЛОВИЕ

Современная теория меры и интеграла очень полно и

всесторонне освещена в многочисленных и прекрасных руководствах.

Однако, насколько нам известно, среди этих руководств нет

такого, которое было бы предназначено специально для студентов

младших курсов. Между тем теория интеграла достигла такой

законченности, ясности и простоты, что ею вполне может овладеть

студент-второкурсник. В то же время принятый в

университетских учебниках анализа способ изложения разделов,

посвященных интегралу, устарел и не соответствует представлениям,
прочно вошедшим в математику. Ведь не случайно преподаватели
нескольких университетов (Московского, Ленинградского,
Новосибирского), не сговариваясь между собой, приступили к

основательной перестройке курса анализа, начав эту перестройку с

теории интеграла.

Согласно давно установившейся традиции, в университетских

курсах анализа до недавнего времени учащихся впервые

знакомили с интегралом как с интегралом Римана по промежутку
числовой прямой. На этой основе, учащиеся изучали приемы
вычисления интеграла и его приложения. Затем излагалась-

(обычно гораздо менее отчетливо и аккуратно) теория кратных

интегралов, причем двойные интегралы вводились отдельно от

тройных, а тройные — отдельно от «многократных». Изучались еще

так называемые несобственные интегралы, причем

«несобственным» считался, например, интеграл по бесконечному
промежутку, независимо от того, суммируема на этом промежутке подын¬
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тегральная функция или нет. Кроме того, сообщались еще

некоторые сведения об интегралах Стилтьеса и об интегралах по

поверхностям и кривым. Все это происходило на первых двух
курсах. Таким образом, к концу второго года обучения теория

интеграла представала перед учащимися как нечто чрезвычайно
пестрое (ведь он изучил по крайней мере десять разновидностей
интеграла).

Затем, обычно на III курсе, студент знакомился с

современными концепциями интеграла (иногда, правда, только с

интегралом по мере Лебега) в курсе теории функций вещественной
переменной, которая обычно не сопровождалась упражнениями и не

связывалась со сведениями, полученными на первых двух курсах.
Все это способствовало тому, что теория интеграла, несмотря на

ее ясность и простоту, воспринималась учащимися как предмет
какой-то особо высокой, абстрактной науки, не имеющей ничего

общего с теми задачами, которые решались ими на младших

курсах.

Такой способ изложения теории интеграла связан с

непроизводительными затратами времени, не отражает реального
состояния науки, а главное, он чересчур сложен и труден. Нет сомнения

в том, что теория кратных интегралов становится проще и

понятнее, если вместо меры Жордана, которая по существу и

применяется в распространенных руководствах, положить в ее основу

меру Лебега.

Настоящая книга отражает опыт преподавания теории

интеграла на П курсе математико-механического факультета
Ленинградского университета, накопленный за несколько

последних лет.

На I курсе студенты знакомятся с интегралом от непрерывной
функции по промежутку вещественной прямой.

Основная цель изучения интеграла на I курсе
—

удовлетворить настоятельные потребности смежных дисциплин (курс
дифференциальных уравнений, курс механики и т. д.) и научить

студента решать простейшие задачи, требующие приложения

интегрального исчисления (для непрерывных функций одной

переменной). При этом основное внимание уделяется алгорифмиче-
ской стороне дела, а всякого рода вопросы существования

остаются пока без ответа. (Это не значит, конечно, что от студентов

скрывают постановку этих, вопросов.)
Мыслимы различные способы введения интеграла на I курсе.
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Можно определить интеграл от непрерывной функции по

промежутку как приращение первообразной на этом промежутке,

постулировав существование этой первообразной. Можно
определить интеграл как функционал, заданный на некотором
множестве функций и обладающий несколькими простыми свойствами,

допускающими наглядное истолкование. При этом, разумеется,

возникает вопрос о существовании и единственности такого

функционала; этот вопрос также остается пока без ответа. При обоих

способах введения интеграла основные его свойства, в том числе

и тот факт, что интеграл от непрерывной функции есть предел

римановых сумм, совершенно элементарно и наглядно выводятся

в течение одной-двух лекций, после чего основное внимание

уделяется приложениям.

Эта книга написана для студентов II курса, уже знакомых

с интегралом от непрерывной функции по промежутку

вещественной прямой (быть может, без достаточного обоснования

фактов, связанных с проблемами существования).
Глава I книги посвящена теории меры. Здесь излагаются

сведения о системах множеств (полукольца, кольца, алгебры),
изучаются аддитивные и счетно-аддитивные функции множеств

(главным образом, неотрицательные). Основная трудность в

первой главе связана с построением меры Лебега в евклидовом

пространстве. Опыт показывает, что студенты хорошо справляются
с этой трудностью. Впрочем, возможен и такой вариант

изложения, при котором свойства меры Лебега, определяющие ее, лишь

перечисляются, а вопрос о ее существовании решается на более

поздних этапах обучения — или в специальном курсе теории

меры, или в курсе функционального анализа. Некоторые места в

первой главе, без которых можно обойтись в дальнейшем

изложении, набраны петитом.

В конце первой главы доказывается инвариантность меры
Лебега относительно движений.

В гл. II (и основной) дается определение интеграла от

функции, заданной на множестве Е, принадлежащем произвольному

а-кольцу, на котором задана счетно-аддитивная мера. Ни

конечность меры множества Е, ни ограниченность функции при этом не

предполагаются. Таким образом, студенту сообщается одно

единственное определение интеграла и суммируемой функции. Здесь

подробно изучаются и свойства интеграла. Попутно дается

обоснование теории интеграла, изложенной на первом курсе. Кроме



того, во второй главе излагается теория измеримых функций,
доказываются теоремы о предельном переходе под знаком

интеграла, теорема Фубини и теорема о замене переменной в кратных

интегралах. Большое внимание уделяется приемам вычисления

интегралов от конкретных функций.
В последней гл. III излагается теория несобственных

интегралов (точнее, теория интегралов от несуммируемых функций)
и интегралов, зависящих от параметра.

Изложение во всех трех главах книги тесно связано с

другими разделами курса анализа. Чтобы облегчить читателю

изучение книги, мы снабдили ее тремя добавлениями. Цель первого

добавления — уточнить терминологию и обозначения, связанные

с простейшими теоретико-множественными понятиями. Во

втором— излагается теория суммируемых семейств вещественных

чисел. Эта теория (в которой речь идет по существу об

интеграле по дискретной мере) постоянно используется в первых двух

главах. Знакомство с суммируемыми числовыми семействами

может быть полезным и при изучении других разделов курса

анализа.

В третьем добавлении сообщаются необходимые для

понимания книги сведения о евклидовых пространствах и о

дифференцируемых отображениях этих пространств. Формулируемые здесь

теоремы, как правило, не доказываются. Исключение сделано

лишь для теорем оч дифференцируемых отображениях. Третье
добавление заканчивается теоремой о локальной обратимости
гладкого отображения с ненулевым якобианом. Идея

доказательства этой теоремы заимствована нами из книги У. Рудина
«Основы математического анализа».

Избранная нами манера изложения определяется тем, что

книга предназначена для начинающих, для вчерашних

первокурсников. Именно поэтому мы старались, чтобы весь основной текст

(т. е. формулировки и доказательства теорем) был написан на

одном и том же уровне строгости, по возможности близком к

принятому в современной математике. Среди преподающих мате-

_матику распространена точка зрения, согласно которой студенту

нужно продемонстрировать аккуратные и точные рассуждения

лишь на отдельных примерах (как правило, сравнительно

несложных, например на теореме Коши об обращении
непрерывной функции в нуль), тогда как во многих случаях

(особенносвязанных с реальными трудностями) ссылка на интуицию, на
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наглядные представления, апелляция к образному мышлению

могут заменить формальные определения и рассуждения. Мы не

стоим на такой точке зрения. Мы считаем, что переход от одного

уровня строгости к другому, т. е. от одного уровня понимания

слова «доказано» к другому,— это самое трудное для

начинающего изучение математики. Поэтому наличие разных уровней
строгости в одном учебнике способно сбить с толку и

дезориентировать учащегося; ему трудно понять, почему в одном месте

нечто «очевидное» (скажем, та же теорема Коши) тщательно

доказывается, а в другом месте отнюдь не более очевидное

утверждение (скажем, об аддитивности площади прямоугольника _в

R71) принимается на веру.

Значение математики в наше время определяется не только

многочисленными добытыми ею конкретными фактами, не

только вычислительными (в широком смысле этого слова) приемами,
в ней разработанными. Все большую роль в приложениях
начинает играть язык, на котором учит разговаривать математика,

та недвусмысленность, с которой выражают свои мысли

математики. Этому языку, наряду с конкретными математическими

фактами, призвана, на наш взгляд, учить каждая математическая

дисциплина, в особенности каждая дисциплина, излагаемая сту-

дентам-младшекурсникам.

Все сказанное по поводу строгости изложения относится лишь

к основному тексту, т. е., как уже было разъяснено выше, к

формулировкам определений и теорем и к доказательствам теорем.

Разумеется, создание у учащихся правильных образных и

наглядных представлений в связи с излагаемыми фактами —

чрезвычайно важная задача. Было бы наивным и вредным делом

пытаться вообще «изгнать интуицию». Напротив, мы старались
по возможности опираться на нее и помочь читателю наглядно,

чувственно воспринимать содержание теорем, сопровождая их

пояснениями, в которых в грубой, упрощенной форме излагается

идея доказательства, говорится о значении того или иного факта.
В такого рода пояснениях мы не стесняемся в выражениях, не

ограничиваем себя узкими терминологическими рамками и

используем все средства (в первую очередь чертежи) для того,

чтобы пробудить в читателе ощущение естественности излагаемых

результатов. Но важно, чтобы всякие терминологические

вольности, всякие ссылки на интуицию были бы четко отделены от

основного текста, изгнаны из ответственных формулировок и из дока¬
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зательств теорем. Наконец, отметим, что воспитанию

правильной интуиции не в последнюю очередь служат и все

доказательства теорем.

Несколько слов о системе ссылок, принятых в книге. Каждая
глава подразделяется на параграфы, а параграфы — на пункты.

Пункты нумеруются упорядоченными парами арабских цифр;
первая цифра пары

—

номер параграфа, содержащего данный

пункт, вторая
—

номер пункта. Главы нумеруются римскими

цифрами. При ссылках внутри параграфа номера главы и параграфа
опускаются. Для теорем принята сквозная нумерация внутри

каждого параграфа (или добавления). Чтобы облегчить

разыскание нужной теоремы, рядом с номером теоремы в скобках иногда

указываются номера параграфа и главы (или добавления).
Например, теорема 2(5.11) —это вторая теорема пятого Параграфа
главы II; теорема 2 из д. 3 — это вторая теорема третьего
добавления. Теоремами мы называем лишь особо важные

утверждения. Вспомогательные утверждения мы называем

предложениями или леммами. Нумерация предложений — сквозная в

пределах каждого пункта.

Глава I (за исключением § 4, написанного В. П. Хавиным)
написана Г. П. Акиловым, глава II (кроме § 4—5, написанных

Г. П. Акиловым) и добавления — В. П. Хавиным, гл. III —

Б. М. Макаровым.
Ответственный редактор книги С. А. Виноградов устранил

многочисленные недочеты и внес ряд принятых нами

предложений, способствовавших сокращению и улучшению книги. Б. 3. Ву-
лих и Г. И. Натансон внимательно прочитали всю книгу в

рукописи и сделали много очень ценных замечаний, учтенных при
окончательном редактировании книги. При написании § 6
главы II мы пользовались советами М. Ф. Широхова и Д. А.

Владимирова.
В оформлении рукописи большое участие принимала

Н. А. Акилова.
Всем названным лицам мы приносим глубокую

благодарность.



Глава I

ТЕОРИЯ МЕРЫ

Понятие, обозначаемое термином «мера», является, по-види-
мому, одним из наиболее распространенных не только в

математике, но, смело можно сказа/гь, и во всей человеческой
практике. Действительно, каждый человек сталкивается с измерением
длин и площадей, с нахождением объемов, со взвешиванием, т. е.

имеет дело с определением тех или иных числовых характеристик
материальных объектов. Общей чертой всех перечисленных
характеристик является их аддитивность: значение

характеристики объекта, состоящего из двух или более частей, совпадает с

суммой значений, отвечающих этим частям.

Под мерой в математике как раз и понимают числовую
функцию, обладающую свойством аддитивности (и, возможно, еще

некоторым^ другими свойствами, играющими, впрочем, уже не

столь существенную роль).
Чтобы йожно было говорить об аддитивности некоторой

функции, надо, чтобы область ее определения ЯЯ состояла из таких

объектов, которые в том или ином смысле допускают
«разбиения» на части, также входящие в состав 9?, как, например, будет,
когда $1 — система подмножеств некоторого данного множества.

Следует, впрочем, иметь в виду, что нередко рассматриваются и

такие аддитивные функции, область определения которых не

состоит явным образом из множеств. Такого рода функцией будет,
скажем, вероятность

— она определена на множестве событий.

Мы, однако, будем иметь дело исключительно с аддитивными

функциями, заданными на той или иной системе подмножеств
множества Rv* т. е., как говорят, с аддитивными функциями
множества.

Настоящая глава не преследует самостоятельных целей,
поэтому мы ограничимся в ней только теми сведениями из теории

меры, на которые опираются построения следующих, основных,
глав.

*
По поводу определения множества Rv см. д. 1, п. 5. В большинстве

случаев R* можно было бы заменить произвольным множеством.
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§ 1. Системы множеств

Областью определения функции множества может быть,
конечно, любая система множеств. Тем не менее, как и в случае
обычных^ заданных на числовой оси, функций, наличие у области

задания функции тех или иных свойств позволяет получить
более глубокие результаты. Это обстоятельство и заставляет

прежде, чем изучать сами функции, заняться рассмотрением систем

множеств, .выделив из них те, свойства которых хорошо

приспособлены к свойствам аддитивных функций.
1.1. Простейшей с точки зрения вычисления площади

фигурой на плоскости является прямоугольник. Прямоугольники,

или, если говорить о подмножествах множества R'(v—3,4,...),
прямоугольные параллелепипеды, и по многим др угим
причинам представляют интерес в теории меры. Поэтому изучение
систем множеств мы начнем именно с систем прямоугольников.

Определение 1. Пусть даны 2v (v = l, 2,...) конечных

вещественных чисел аи Ьи а2, Ь2, ...
, av, £v, причем ах^.Ьи

а2^&2> •• •
»

Множество Р (см. д. 1, п. 5)

Р— [аъ bj х [at, Ьг) X ... X [а„ 6V) (1)

мы будем называть прямоугольником (полуоткрытым)
размерности ч. Если v = 1, то прямоугольник называют обычно

промежутком.
* Таким образом, прямоугольник Р

представляет собой множество всех точек (лгх, х2, ...
, таких,

что ak^xk<bk (£ = 1. 2,, v). Понятно, что если =

хотя бы при одном k (k=\, 2, , v), то Р—А**. Справедливо,
разумеется, и обратное утверждение.

Множество всех полуоткрытых прямоугольников
размерности v мы будем обозначать <^У.

Рассмотрим два прямоугольника

Рг= [«<'•), б'г>) X [4г). bf) X ... X ьМ) (1 = 1, 2). (2)
Тогда

М2))> х 41}М42). 42,)}х
X... X{[«S‘>, *(v2’)}-

Но пересечение двух полуоткрытых промежутков, очевидно, снова
представляет собой такой же промежуток (возможно, пустой). Следовательно,
справедливо следующее предложение.

* При v^2 термин „прямоугольник* также выглядит несколько необычно.

Слово „параллелепипед" обладает, однако, тем же недостатком при v = l, 2
и, кроме того, трудно произносимо.

** Символом Л обозначается пустое множество (см. д. 1, п. 1).
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Предл ожение 1. Пересечение Р2 п\ Р2 прямоугольников Рь Р2
размерности v (у= I, 2, ... ) является прямоугольником размерности v.

Предположим, что один из прямоугольников (2) содержится в другом,
например Рг сР2. В этом предположении установим следующий факт (рис. 1).

Предложение 2. Существует конечное семейство Qo> Qi, ...
, Qm

прямоугольников размерности v, такое, что

P^QoCQxC... С Qm — Р2, Qk\Qk__x (k = \, 2,..., т). (3)

р?

ш шш шшш

Доказательство. Заметим, что в случае Рх = А утверждение
очевидно (т — 1, Q0~PV Q1 = P2)‘ В общем случае включение Рх СР2
позволяет заключить (д. 1, п. 5), что

[44 ^)) С [42), Ь%)) (* = l,2,...,v). (4)

Доказательство проведем методом индукции по v. Если v = l, то, как легко

проверить, можно принять т = 2, Q0=P1, Qi= b\), Q2 = P2.
Пусть п — натуральное число. Предположим, что. предложение верно,

если размерность v
—

я, и докажем его справедливость для случая v = /z+ 1.
Обозначим

р* = И2), »{2)) х [42), С) х... х [42)- С)

(т. е. Pj—РзХ [4+1’ СО- Я2=Р4Х [42|,. Cl))-
Вследствие (4) Р3 СР4, стало быть, по индуктивному предположению

найдутся прямоугольники Q0, Qv ...
, такие, что

p3=q;cq;с... cq;=pi;q:\Q;_,6^n (/=i,2,.:.,
Примем m = ^ + 2 и

Oo = o; X К1»!, Ы'Ъ) = Я1в Qx - 0; х К1?,’ b{nli)>• • •

.

• •
•» 0* = Qk х ед,

^+1“^ X [ал-Н> ^л+l)’ Qfc+2~QftX [дл+1’ ^i + l) “ ^2-

И



При этом

Qi\<?,_!=(<?;\<?;_,)х[«<!>!,б'чое^л+1 a=U2,..., к),

Qk+i \ Q* = Qfe X [4+i* an+i)€(P,I+ ,

Qh+2 \Qk+x = Q'k x КЧ1. ^2ii)6r+1.
Хотя разность двух прямоугольников уже не является, вообще говоря,

прямоугольником, но ее можно представить в виде объединения конечного

семейства прямоугольников.

Предл ожение 3. Пусть (v = l> 2, ... ). Существует ко¬

нечное семейство Р1, Р2, ...
,
Рп попарно не пересекающихся

прямоугольников размерности v, такое, что

P2\P1=\jPk. (5)
k=l

Доказательство. Поскольку Р2\Р1 = Р2 \ (Р2 П ^i)> а

пересечение Р2 п в СИЛУ предложения 1 также является прямоугольником, то

можно считать, что Рг СР2* В соответствии с предложением 2 найдем

прямоугольники Q0, Qi, ...
, Qm, удовлетворяющие условиям (3). Чтобы доказать

наше предложение, достаточно принять

Pb^Q^Qk-i №=1. 2.... , т).
Замечание 1. Пусть Дх, Д2,... , Av — непустые промежутки числовой

прямой R. Символом D обозначим произведение Дг X д2 X ... X Av, а

символом typ — множество всех полуоткрытых прямоугольников

Р= fa, Ьг) X [02, b2) X ... X [av, bv) (ak < bk\ ak, bk£bk; I, 2, .. .
, v).

Легко понять, что система обладает теми же свойствами, что и система

Для нее верны предложения 1, 2 и 3. Отметим еще, что если Ь1 = Ь2==:
=

...
= (— 00, + 00), т. е. если D = то

1.2. Если вместо системы ^ рассмотреть множество всех замкну-
т ы х (или открытых) прямоугольников, т. е. произведений v замкнутых
(соответственно открытых) промежутков, то предложения 2 и 3 из п. 1.1

будут неверны. Между тем, как будет видно из дальнейшего изложения,
система всех полуоткрытых прямоугольников важна не сама по себе, а

лишь в силу того, что для нее справедливы предложения 1, 2 и 3

предыдущего пункта.
Эго обстоятельство делает целесообразным рассмотрение систем любых

множеств, лишь бы они удовлетворяли условиям, заключенным в

предложениях 1, 2 и 3 из п. 1.1, и мы приходим к следующему определению.

Определение 1. Система ^ подмножеств множества /?v (v = 1, 2, ...)
называется полукольцом при выполнении следующих условий:

1) Ag^;
2) если Рь Р2^СР, то

3) если Рь и ^^^2» то существует конечное семейство

Qo, Ql> • • •
> Qm множеств, обладающее свойствами

Pi = Qo CQj С... CQm= P2; QiZy; Qk\Qk-i£ ^(< = 0, 1,, от; k =

= 1,2, , m). (6)
Ясно, что для полукольца ^ имеет место факт, аналогичный

предложению 3 из п. 1.1:

Предложение 1. Если Plt Р26то существует конечное семейство

Р1, Р2,... , Рп попарно не пересекающихся множеств из для которого

p*\pi= и р*-
fc=l
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Примером (и прообразом самого понятия) полукольца служит система

°pv всех полуоткрытых прямоугольников размерности v(v == 1, 2, ... ).
Укажем еще на один пример полукольца, полезный в приложениях.

Пусть А — какой-либо промежуток числовой прямой. Этот промежуток
может быть конечным или бесконечным, замкнутым, открытым или

полуоткрытым. Обозначим через ^ систему всех промежутков (всех возможных

видов), содержащихся в Д. Нетрудно убедиться, что —

полукольцо. Не
останавливаясь совершенно на проверке условий 1) и 2), разберем лишь один

из мыслимых случаев в связи с условием 3). Пусть, например, Рг = (а2, рх),
/>2=[а2, р2] и а2 < ах < < р2. Очевидно, можно принять Q0 = Pb Qi =
= [«2. Pi). Qi = p2- Тогда Qi\Q0=[aa, «1], Q2\Qi = [Pi, Р2]. Этот пример
может быть обобщен и на многомерный случай. Соответствующие
формулировки и рассуждения мы предоставляем чи¥ателю.

Можно было бы не связывать определение полукольца с множеством

/?v (v=l, 2, ... ), заменив его множеством произвольной природы, т. е.

можно было бы понимать под полукольцом систему подмножеств данного
множества X, обладающую теми же свойствами 1)—3). Все сказанное здесь

и ниже о полукольцах справедливо вместе с доказательствами и для этого

общего случая.

1.3. Полуоткрытые прямоугольники, несмотря на свою

простоту, а скорее именно ввиду простоты, обладают одним
существенным недостатком — их слишком мало. Уже в

элементарной геометрии возникает задача измерения фигур, которые
не являются прямоугольниками. Это вынуждает рассматривать
системы множеств, более богатые, чем система <-р\ При этом

оказывается полезным следующее абстрактное понятие.
'

Определение 1. Система 9? подмножеств множества

/^•называется кольцом при выполнении следующих условий:
1) А69?;
2) если А, В£9?, то Ак^В£91 и

Как мы покажем ниже, кольцом является система всех

полуоткрытых прямоугольников и их конечных объединений.
Хотя эта система довольно бедна, ее элементами можно в

некотором смысле приближать разнообразные множества (см.
ниже лемму в п. 1.5).

Укажем еще некоторые (значительно менее интересные)
примеры колец. Кольцом будет система, состоящая из

единственного пустого множества. Система, состоящая из всех

подмножеств множества /?v(v = l, 2, ... ), также, конечно,
представляет собой кольцо. Наконец, кольцом является система

всех конечных (или не более чем счетных) подмножеств

множества /?’.
Отметим некоторые простейшие свойства колец.

Пусть 9? — кольцо. Рассмотрим множества А, В £9?.
Очевидно, А гл В=А\(А\В). Но Л\5^9? в силу условия 2);
в силу того же условия Л \ (А\.В) £9^. Таким образом,
пересечение двух множеств, входящих в кольцо 9?, также

содержится в 91, Ясно, что объединение и пересечение конечного

семейства множеств из кольца 91 входит в кольцо 9?.
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Итак, простейшие теоретико-множественные операции не

выводят за рамки кольца. Как говорят в подобных случаях,
кольцо замкнуто относительно указанных операций.

Как и в случае полукольца (п. 1.2), определение кольца
можно высказать в более общей форме, понимая под кольцом

систему подмножеств произвольного множества, обладающую
свойствами 1) и 2).

Отметим, что всякое кольцо является, конечно, и

полукольцом (но не наоборот, как видно на примере полукольца
Система <^pv (v = 1, 2, ... ) всех полуоткрытых прямоугольников
(п. 1.1) не является, очевидно, кольцом. Однако имеется

кольцо с довольно простой структурой, охватывающее систему

Пусть Ях, Р2, ... , Рп — конечное семейство попарно не

пересекающихся (полуоткрытых) прямоугольников
размерности V. Пусть

А= и Pk (Pw глР^ = А при k' ф k"). (7)
fc=l

Обозначим через 9Г систему всех множеств, представимых
в виде (7). Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1 (1.1). Система 9V является кольцом, содержащим систему

Если 9? — произвольное кольцо подмножеств множества /?v,

содержащее систему cpv, то

Доказательство. Каждый прямоугольник очевидно, допу¬
скает представление в форме (7) (п = 1, Рг = Я), поэтому Я(« 9Г, т. е. °pv С 9Г.

Условимся называть представление множества A g 9V в форме (7), т. е.

в форме объединения конечного семейства попарно не пересекающихся

прямоугольников, регулярным представлением.
*

Убедимся сначала, что если А, В £ 9Г, то и
■

Пусть (7) — регулярное представление множества А, а

т

В= U Qj (8)
7=1

— регулярное представление множества В. Так как (см. д. 1, п. 6, предл. 1)
п т

А ГЛ в = и и (Pk ^ Qj),
k=l j=l

и в силу предложения 1 из п. 1.1 пересечения Рь с\ Qj (k = 1, 2, ... , п\

j = 1, 2, ...
, т) представляют собой прямоугольники, очевидно, не имеющие

друг с другом общих элементов, то по самому определению системы 9RV

оказывается Очевидно, пересечение любого конечного семейства

множеств из 9^v входит в эту систему.

Отметим еще такой очевидный факт: если множества Аь А%, ...
,

п

попарно не пересекаются, то U
i=i

* Регулярное представление данного множества, разумеется, не

единственно. \
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Пользуясь доказанным, проверим, что разность А \В множеств А, В(* 91*

принадлежит системе 9К

Пусть опять (7) и (8) — регулярные представления множеств А и В

соответственно. Предположим сначала, что в этих представлениях п = 1,
т= 1, т. е. что сами А и В являются прямоугольниками. В этом случае
доказываемое утверждение немедленно вытекает из предложения 3 (п. 1.1).

Пусть по-прежнему п = 1, но /я — произвольное натуральное число. Так
как (см. д. 1, п. 6, предл. 2)

т т

А\В=А\U Qj = П (A\Qj)
j=1 7=1

и, как уже установлено, А \ Qj £ 9V (случай п = т= 1) при любом j =
т

= 1, 2, ...
, /га, то и пересечение П 04 \Q/), т.-е. разность А\В, входит

У=1

в систему 9Г.

Рассмотрим, наконец, общий случай, когда натуральные числа пит

оба произвольны. Имеем

U я*)\в= I) (Рь\в).
1 j ft=l

Заметив, 4tcj, во-первых, множества Pk\B (k = 1, 2, ...
, n) так же, как

и множества Р& попарно не пересекаются, а во-вторых, что Рь\В
(&=1, 2, ...

, п), заключаем на основании сделанного ранее замечания, что

и в этом случае

Теперь легко проверить, что объединение A^jB множеств А, Z?£9SV
входит в 9Г. Действительно, как установлено, В \ (А В) £9lv, но

объединение очевидно не пересекающихся множеств А и В \ (А п\ В) из 9Г
является элементом этой системы. Остается написать равенство А^В =

= Аку [В\(АглВ)].
Таким образом доказано, что система 9lv — кольцо.

Убедиться в справедливости второй части теоремы совсем просто. В

самом деле, возьмем какое-нибудь множество Л£9^ и рассмотрим его

регулярное представление (7\ Система 9^ содержит все прямоугольники.
В частности, Pk£ 91 (k = 1, 2, ..., п). Но 91— кольцо, следовательно,
п

U Pk = A(: 9?. Итак, 9V С 91, что и требовалось доказать.
1

Кольцо 9Г называют обычно кольцом, порожденным системой cpv.
Замечание 1. Пусть {Pk)k=1,

= Ь 2, ..., /г)'— произ¬
вольное конечное семейство прямоугольников (быть может, и

пересекающихся). Поскольку 9V — кольцо и Pk(*9V (k — \, 2, ..., п), то и объеди-
п пт

нение U Pk принадлежит к 01 \ т. е. U Pk — U 0/, где {Q/}/li — семей-
k=\ k=i j—i

J

ство попарно не пересекающихся прямоугольников из системы
Замечание 2. Результат и доказательство теоремы остаются

верными, если заменить систему cpv произвольным полукольцом (см. 1.2)
и под прямоугольниками подразумевать множества из системы ф. О
получившемся в этом случае кольце говорят, что оно порождено
полукольцом ср.

1.4. Хотя запас множеств, входящих в кольцо 9^v (v =
= 1, 2, ...), еще весьма беден, ими можно приблизить уже

А\В =



достаточно много множеств, в частности, любое открытое
множество (теорема 2 (1.1)).

Дадим сначала общее определение.

Определение 1. Пусть имеется кольцо 9? подмножеств
множества R\ Множество S, содержащееся в R\ называется

a-множеством (относительно кольца 9^), если существует
такое счетное семейство {Л5| (5£S) множеств из кольца 9?,

что S= U
? еВ

Систему <2> всех a-множеств будем называть о-системой,
порожденной кольцом 9?.

Замечание. В определении a-множества под счетным семейством

{Л^} (££Н) всегда можно подразумевать последовательность, т. е. можно

считать, если это необходимо, что 3 представляет собой множество N всех

натуральных чисел. Действительно, поскольку множество индексов 3 счетно,

существует взаимно однозначное отображение <р множества N на

множество Е. В силу коммутативности операции объединения (д. 1) можем

написать

U ” U А<? {п)'
£ е 3 л 6 N

Пусть 5 — некоторое сг-множество (относительно данного кольца 9^).
Как только что было указано, существует последовательность множеств

^
т

{Ап)п=1» объединение которой совпадает с Обозначим Ат = U Ап (т =
п=1

= 1, 2, ...). Множества Ат(т = \, 2, ...) так же, как и АПУ принадлежат
кольцу 9^ и, кроме того, образуют возрастающую последовательность.

оо
^

оо

Вместе с тем U Ат= и Аn
= S. Таким образом, всякое о-множество до-

т=1 /2=1

пускает представление в виде объединения возрастающей
последовательности множеств из данного кольца 91.

Сказанное приводит нас к следующему определению.

Определение 2. Последовательность {ЛЛ}^=1 множеств,

принадлежащих кольцу 91, образует монотонное представление a-множества S,
оо

если она возрастает (т. е. Ап сМЛ+1 при всех п (я£1М)) и U An — S.
п=1

Как мы только что видели, всякое a-множество допускает монотонное

представление.

Пусть S= U Ап — монотонное представление данного а-множества

л=1

Введем множества

B1 = AV Bk = Ak\Ak_± {k = 2, 3, ...). (9)

Понятно, что все эти множества входят в кольцо 9S и что 5 = U Bk.
fc=i

В отличие от множеств Ап (п — 1, 2, ...) множества Вк (k — \, 2, ...) не

имеют друг с другом общих элементов.



Определение 3. Последовательность =1 множеств, принад¬

лежащих кольцу 9^, образует дизъюнктное представление с-множества S,

если Bk, c^Bkn = Л при всех k', ktt {k\ k' Л") и U Bk — S.
k=i

Из сказанного перед этим определением следует, что каждое
с-множество допускает дизъюнктное представление.

Укажем некоторые свойства a-множеств. В формулировках следующих
далее предложений предполагается, что речь идет о о-системе 6,
порожденной данным кольцом 9^.

Прежде всего отметим включение 0 р 9^, которое вытекает из того,

что, взяв Ап = А (п= 1, 2, ...), где А — произвольное множество кольца 9S,
оо

мы получим A — U Ап, следовательно, Л £6.
/2=1

Предложение 1. Пусть (g(<E)-—не более чем счетное се¬

мейство о-множеств. Объединение 5 = U принадлежит 6.

Е е s

Доказательство. Для каждого £ £ Е имеется

последовательность! JJJLj множеств из кольца 9?, объединение которой есть S^: Sg =
оо ^

= U А\. Обозначив через N множество всех натуральных чисел, рассмотрим
/2=1

семейство {^} ((§, я)63Х N). Произведение 3xN — счетное множество

(д. 1, п. 7), поэтому введенное семейство — счетно. Далее, согласно

сказанному в д. 1, п. 6 (свойство 6):
5= и 5е= и U 4= U А\.

6еЗ £ е 3 /2 е N (Е, /г) е 3 X N

Таким образом, S удовлетворяет требованиям определения и является,

следовательно, а-множеством.

Для пересечения a-множеств справедлив лишь более слабый результат.

Предл о жен и е 2. Пусть Sx и S2 — о-множества; рассмотрим какие-

нибудь монотонные представления этих множеств:
оо

Si=Ui‘ (/=1.2). (10)
/2=1

Пересечение г\ S2 представляет собой с-множество, для которого

последовательность |^4 i
образует монотонное представление.

Доказательство. Так как пересечение двух множеств из кольца

принадлежит этому кольцу, то А1пг\ А2п£91 (п = 1, 2, ...). Поэтому для

проверки справедливости утверждения достаточно установить равенство

51^2=0(4^). (11)
/2=1

ОО

Очевидно соотношение S1 гл U (А1пг\А^\. Докажем обратное вклю-

/2=1
’

чение. Пусть x^S1r\ Элемент х входит как в множество Sb так и

в множество S2, следовательно, ввиду (10) можно указать такие номера k

и т, что х£А\, х^А?т. Обозначим через I наибольшее из чисел £и т. Так

как представления (10) монотонные и k, т < /, то А\ С А], А^ОА2. Сле-
оо

довательно, х^А^г\ А2т С А\ r\ А2 С U [А1пгл А2Л } что и завершает до-
/2=1 4

казательство предложения.
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Аналогичную структуру имеет и объединение с-множеств S± и S2. Пргг
тех же обозначениях, что и в предложении 2, имеет место следующее
предложение.

Предложение 3. Последовательность {Ахп образует моно¬

тонное представление с-множества w S2.
оо

Доказательство. Равенство Sx w S2 = U как легко

/2=1

проверяется, вытекает из (10) даже без предположения о монотонности

последовательностей {Л^|~в1.
1.5. Рассмотрим a-систему, порожденную кольцом 9?v (9?’ —

наименьшее кольцо, содержащее полукольцо см. теорему
1 (1.1)). Эту a-систему мы будем обозначать через ©v-

Пусть S — a-множество. Согласно сказанному в п. 1.4, существует
последовательность {Л^}~=1 попарно не пересекающихся множеств из кольца

объединение которой совпадает с 5 (дизъюнктное представление
множества S). Но по теореме 1(1.1) каждое множество Ап может быть
записано в виде объединения конечного семейства попарно не пересекающихся

прямоугольников:
т
п

Ап= U Pnk (п= 1, 2, ...). (12)
fc=i

Положим

= А (л=1, 2, ...; k = mn + l, тп + 2, ...).
Тогда равенство (12) можно переписать так:

оо

Ап= U Я* (/2=1,2,...), (13)
к=Л

т. е. каждое из множеств Ап представлено в виде объединения
последовательности. попарно не пересекающихся прямоугольников (следует иметь

в виду, что пустое множество — это тоже прямоугольник).
Следовательно (см. д. 1, п. 6, свойство 6),

5= и и ( и П, (i4>
л = 1 л=1 \^fc=l ] (л, fe)eNXN i

где через N, как всегда, обозначено множество всех натуральных чисел.

Множества ((п, k) £ N X N) попарно не пересекаются. В самом деле,

если упорядоченные пары (я, k)t (п', £')£ N X N различны, то в случае пфп’

прямоугольник czAn,aP£, С Ап, и, значит, Р^глР1^, С Апг\ Ап, = А.

Если же п' — п, то должно быть kr Ф k, и прямоугольники Р% и Р%', не

имеют общих элементов потому, что они входят в представление (12) одного
и того же множества А —А„,

п п •

Если заметить, что произведение N X N счетно (д. 1, п. 7), то

равенство (14) показывает, что каждое а-множество (относительно кольца 9£v

или, как мы будем говорить, относительно системы cpv) можно

записать в виде объединения счетного семейства попарно не пересекающихся

прямоугольников (размерности v). Поскольку <pv с 9V, верно, конечно,
и обратное: всякое множество S, представимое в виде объединения
счетного семейства прямоугольников (хотя бы и имеющих общие друг с другом
элементы), является с-множеством.

Замечание 1. Соответствующий результат с необходимыми
изменениями в формулировке верен и в том случае, когда вместо системы
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фигурирует произвольное полукольцо ср. Кольцо 9Г должно быть заменено

при этом кольцом 9S, порожденным системой 3} (см. замечание 2 к

теореме 1 (1.1)).

Хотя множеств, входящих в состав кольца 9?'(v=l,2, ...),
сравнительно „немного", а-система б’уже достаточно обширна.
Именно, мы докажем, что каждое открытое множество

пространства Rv является элементом о-системы S'. Это следует
из теоремы 2 (1.1), которая будет использована и в

последующих главах. Чтобы сформулировать ее, введем некоторые
новые понятия.

Определение 1. Пусть Р— [аъ Ьг) X . • ■ X [«v, b.,) —

элемент системы Если b1—a1 — b2 — a2=...=bv—av,
то прямоугольник Р называют полуоткрытым квадратом
размерности v, число Ьх — ах — длиной стороны квадрата Р,

( **h “1" ^1 ^2 ^2 \
точку I— 2— » —"1?—> •••’ о /

— центром

квадрата Р.

Конечно, термин „квадрат" вполне уместен лишь при v = 2.
В связи с этим напомним, что мы уже договорились
применять „плоскую" терминологию, так что, скажем, употреблять
слово „куб" вместо слова „квадрат" было бы

непоследовательно (см. первую сноску на стр. 10).
Наряду с полуоткрытым можно, конечно, рассматривать

открытые и замкнутые квадраты. Читатель без труда
выскажет соответствующие определения.

Если Р — полуоткрытый квадрат размерности v с длиной
стороны 2А(Л>0), а (Cj, с2, ..., сv) — его центр, то

Р—\с1
— h, Су -f- К) X [^2 — с-г И- Л) X ... X [£„ — h, “Ь ^).

Определение 2. Пусть имеется множество Z:

пространства R'“ и прямоугольник Р— [ах, Ьг) X [аъ b2) X ... X [я*, Ь-,).
Будем говорить, что Р содержится строго внутри если

замыкание Р <zE.
Исключая тривиальный случай, когда Р— пустое

множество, заметим, что замыкание Р — это замкнутый
прямоугольник с теми же вершинами, что и у данного
прямоугольника Р. Точнее говоря,

Р= \аъ М X [<h, b2] X .. • X [а„ £,] .

Теорема 2 (1.1). Пусть G — открытое множество

пространства R\ Существует сяетное семейство {QT} (?] £ Н)
попарно не пересекающихся полуоткрытых квадратов
размерности v, каждый из которых содержится строго внутри G,
такое, что G= (J

цеН
п

Доказательство. Пусть Z обозначает множество всех

целых чисел, а /Cv (или, для краткости, просто К) — произве-
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v раз

дение ZX...XZ. Возьмем какое-нибудь натуральное число у

и рассмотрим семейство полуоткрытых квадратов размерности v;

{Д{} (kdK), где

'К *v+l'

v ч)2' 2'

Квадраты Дь будем называть квадратами ранга у.

Проверим, что семейство {&■{] (к£К) обладает следующими
свойствами:

1) у = если W+ k\ k',k"£K,
heK

т. е. что квадраты Дй при каждом y(]N заполняют все

пространство Rv и попарно не пересекаются. Докажем, что

выполнено 1).
Пусть х = (хи х2, ..., x4)£R\ Взяв какое-нибудь

натуральное число s£N*, рассмотрим произведение 2Jxs. Среди
целых чисел, не превосходящих 2Jxs, найдется наибольшее

(д. 1, п. 1); обозначим это число через ks. Ясно, что

> 2Jxs, так что £*<2'Х < £,+ 1, < xs < , т. е. ^ .

), каково бы ни было s£Nv. ПоэтомухМх•• •

Г К К + 1 \ 4 /
...X

-у, —^—I ” М- Итак, ДЛЯ любой точки x£R

мы сумели подобрать такой элемент k = {kv ..., Av)
множества /С, что х£Д(. Поэтому U Д&ID R*, а так как включе-

к е К

ние U С R* очевидно, то 1) доказано.
he К

Теперь докажем, что выполнено 2). Допустим, что k', k" £/\,
к’фк", k' — (k’v ..., &'), &" = (&", ..., &”). Найдете^
натуральное число s£Nv такое, что k’s^=k"s (в противном случае
к' и к!' совпадали бы). Предположим, что k's<.k"s. Если

x£&k, ^Д*-м х = (хг, ..., х,), то, очевидно, выполняются

неравенства: k's ^ 2Jxs < k's -f-1, k"s 2Jxs < k"s -j- 1. Но это

невозможно, ибо тогда оказалось бы, что k"s<k's-\-\, вопреки

неравенству Итак, множество ^Дй» не может со¬

держать ни одной точки, и 2) доказано.

Теперь проверим, что справедливо следующее утверждение:
3) если у, f — натуральные числа и если j' <у, то любой

квадрат ранга у содержится в единственном квадрате ранга у'.
Точнее: для любого k(*K найдется единственный элемент

к'£К, такой, что Д^’с4(,. В самом деле, пусть & = (&,, ...

* Символом Nv обозначается множество {1, 2, v} (см. д. 1, п. 1\
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• • •
> kv)£K, «€NV. Пусть k's — наибольшее из целых чисел, не

превосходящих числа 2j~’ks. Тогда ks <2} ~Jks <ks + 1,

< s~^j, . Из неравенства ks < 2’~j (^ + 1) следует,

что ^ + 1 <2J,_-' (k's-\- l), так что -s-~j
1
< ■ Поэтому

ks ks Ч~ 1

2^
’

V

k k + 1 \ -f
5 5 '

при всех sGM, т. e. A,* с A*'.
У

’

У
Если бы включение A'CA^' выполнялось при k" ^ kf (kff £ К)>
то пересечение А^ ^ &{• было бы непустым, вопреки
утверждению 2). Утверждение 3) доказано.

Пусть теперь К\ — множество, состоящее из всех &£АГ>
таких, что квадрат А^ строго содержится в G. Символом К2
обозначим множество, состоящее из всех k£ К, таких, что

квадрат Д& строго содержится в G и не содержится ни

в одном из квадратов с k£K\. Предполагая, что множества

Кп • • •
* Кп уже определены, построим множество /Сл+i,

состоящее из всех k£K, таких, что квадрат Д£+1 строго

содержится в G и не содержится ни в одном из квадратов

вида А](, где k£Kj, J^n. Проверим, что G= U U А{.
7=1 k е К

j

Включение U U Д^СО очевидно. Докажем, что GC
j=\keKj

"Т* 00

CU U Пусть x£G. Ввиду того что G открыто, най-
7 = 1 ke Kj

дется положительное число е>0, такое, что* Dv (х, &)dG.

Выберем число/GN столь большим, что -^4- < е. Из

утверждения 1), доказанного выше, следует, что точка л принадлежит

некоторому квадрату Д£ ранга у. Легко видеть, что сИатД* =

=
. Поэтому С D1 (х, е) и, стало быть, строго содер¬

жится в G. Итак, множество 7х всех натуральных у, таких,
что л: содержится в некотором квадрате ранга у, строго

содержащемся в G, непусто. Пусть же у (х) — наименьшее из

чисел, содержащихся в Zx (см. д. 1, п. 1). Пусть k(x) — тот

элемент множества К, при котором 1\х) (см. 1) и 2)).
Проверим, что k(x)dKj(x). В самом деле, Д*{^} С G. Вместе с тем

Д*(£) не содержится ни в каком квадрате вида Д&, где Kj,
* Символом Z)v (х, е) обозначается открытый шар в пространстве R* с

центром в точке х и радиусом £ (см. д. 3, п. 1).
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j<Ljix), ибо в противном случае число у принадлежало бы

множеству Zv, хотя у {х) — наименьший элемент этого

множества. Значит, k (х)(с Кцх).
Итак, для любой точки x(*G можно подобрать число

_/(x)^Nh элемент k(x) множества К так, что х(+Ь{\хх) и тем

-f ОО ОО

более xf U U д/(- Поэтому Gc U иДл, и равенство G —
7=1 k е К

j у — 1 keKj

= U U А* доказано.
у—1 k е К

j

Пусть теперь И— N X К■ Множество Н счетно как

произведение двух счетных множеств (д. 1, п. 7, предл. 2). Пусть
7) —(у, k), где у £ N, гак что Положим —

если k 6 /С/, Q>j = A, если k £ Kj.
Семейство квадратов {QT.} — как раз то самое семей¬

ство, существование которого утверждалось в теореме. Чтобы

убедиться в этом, нужно проверить лишь, что

при г{фг(' (V, г/£Н). Пусть же V = (/, Ю, <= (/', Ю,
ч{ Если k'dKj', или k"£Kr, то равенство QJ),nQ1)» = A

очевидно. Если j'—f, то Qr, П = в силу свой¬

ства 2) квадратов ранга у', ибо k'^k". Предположим, что

f ф у", пусть, например, у'<Су". Тогда, в силу свойства 3), из

того, что Д£, =г= следовало бы, что Д*»С Но это не¬

возможно, ибо k" Kj% и потому квадрат Д^„ не может

содержаться в квадрате ведь этот последний квадрат строго

содержится в О, а /</'•
Доказательство закончено.

Замечание. Можно доказать, что если G Ф Л, то

множество всех членов семейства {Q^J непременно беско¬

нечно (счетно).
1.6. Рассмотрим з-систему S (порожденную некоторым

кольцом) с точки зрения выполнимости в ней тех или иных

теоретико-множественных операций. В этом смысле свойства а-систе-

мы напоминают свойства кольца: не выходя за"пределы 0,
можно образовывать объединения счетных (и конечных)
семейств множеств, принадлежащих 0 (см. п. 1.4, предл. 1).

Введением a-системы мы сразу добиваемся того, что

разнообразные множества, естественно возникающие в геометрии,
оказываются элементами нашей системы (отметим, что даже

такое простое множество, как открытый круг, не принадлежит
кольцу 9^, но уже принадлежит a-системе, порожденной этим

кольцом).
Обратимся теперь к операции пересечения. Предложение

2 из п. 1.4 гарантирует, что пересечение двух и, понятно,
любого конечного семейства множеств из © принадлежит ©.
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Большего, однако, сказать нельзя. Пересечение бесконечного,
хотя бы и счетного, семейства множеств из <2> может и не быть
элементом этой системы. Действительно, понимая под

«-систему €Г(см. п. 1.5), рассмотрим последовательность {£*„1“^,
прямоугольников

Ясно, что эти прямоугольники входят в состав a-системы

Образуем пересечение П Рп• С>н0 состоит, очевидно, из одной

единственной точки (0, 0, ...
, 0) и потому не может

принадлежать о-системе <2>, так как всякое непустое множество этой

системы должно содержать хоть один непустой полуоткрытый
прямоугольник, следовательно, должно иметь внутренние

точки, которых нет у пересечения П Рп-

Отмеченный недостаток понятия о-системы затрудняет
использование о-систем. Предпочтительнее оказывается

рассмотрение таких систем, по отношению к которым операции
объединения и пересечения равноправны.*

Дадим соответствующее определение.
Определение 1. Рассмотрим систему й подмножеств

множества Rv (v==l, 2, ...). Система & называется з-кольцом,

если она обладает следующими свойствами:

1) пустое множество входит в й;
2) каково бы ни было не более чем счетное (д. 1, п. 7)

семейство {Д} (£63) множеств системы й, выполняется

соотношение U А 6-^;

3) если множества Ег и Е2 принадлежат й, то и Ег^\ Е2^й.
Таким образом, в отличие от определения кольца (п. 1.3)

здесь требуется замкнутость системы по отношению к

операции объединения не более чем счетных семейств, а не только

конечных.

Определение 2. Если о-кольцо & включает наибольшее

множество, т. е. такое множество X, которое содержит все

остальные множества из й, то система й называется

a-алгеброй (в множестве X). Иными словами, о-кольцо Й является

о-алгеброй, если U Е£й.

*
Закономерен вопрос: если понятие a-системы неудовлетворительно, то

зачем вообще его вводить? Не лучше ли сразу ввести понятие, лишенное

указанных в тексте недостатков, вроде с-кольца или а-алгебры, определения
которых даются ниже?

Дело здесь, однако, в том, что a-системы, не имея, действительно, са*мо-

стоятельного значения, играют вместе с тем большую роль в процессе
построения конкретных о-колец и а-алгебр (см. § 3 настоящей главы).
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Содержательным примерам a-колец и а-алгебр посвящен,
по существу, § 3. Здесь же мы укажем лишь на более или

менее тривиальные примеры.
Система всех подмножеств множества /?v(v=l, 2,...)

очевидным образом является a-кольцом и, конечно, о-алгеброй.
Система всех не более чем счетных подмножеств

множества (v = l, 2, ...) будет a-кольцом, но, понятно, не

а-алгеброй. Рассмотрим более сложный пример. Пусть Е0 —

данное подмножество множества /?v (v = l, 2, ...). Через й

обозначим систему всех таких подмножеств Е множества /?\
что либо ЕэЕ0, либо Е/^Е0= А. Предоставляем читателю

проверку того, что система й является а-алгеброй.
Каждое а-кольцо и, в частности, каждая а-алгебра будет,

само собой разумеется, и кольцом. Обратное заключение

неверно. Например, легко указать последовательность

элементов кольца объединение которых уже не принадлежит
этому кольцу.

Всякое a-кольцо замкнуто не только по отношению к

операции объединения не более чем счетных семейств, но и по

отношению к операции пересечения таких семейств (ср. п. 1.3).
Предложение 1. Если й— a-кольцо и {Д} (££Е)— не

более чем счетное семейство множеств, ему принадлежащих,
то £=

5еЗ

Доказательство. Обозначим через А объединение
U Е%. По определению a-кольца, Также из определения
EeS ,

вытекает, что й включает разность Е^ = А\Е(, (1GS).
Следовательно (см. д. 1, п. 6), множество Е'=А\Е= U А вхо-

£ 6 3

дит в й как объединение не более чем счетного семейства
множеств Е'% из й. Но раз Е'£й, то системе й будет
принадлежать разность А\Е', которая, очевидно, совпадает
с Е= Л Еь

£ е В '

1.7. Если в качестве аппарата для изучения систем мнсК

жеств используют простейшие теоретико-множественные
операции (объединение и пересечение не более чем счетных

семейств, разность), то наиболее удобными с этой точки зрения
системами будут a-кольца. В связи с этим целесообразным
оказывается вопросу нельзя ли данную систему (£ подмножеств

множества /?v (v = l, 2, ...) расширить, присоединив к ней

новые множества, так, чтобы получить a-кольцо? При такой

постановке вопроса ответ на него (положительный) очевиден:

a-кольцо всех подмножеств множества Rv является искомым

расширением. Однако понятно, что это расширение в

большинстве случаев не самое экономное, что, вообще говоря*
возможны и другие a-кольца, охватывающие данную систему (£.
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Теорема 3(1.1). Пусть (£ — система подмножеств

множества FC (v = 1, 2, ...). Существует единственное о-кольцо Й0,
содержащее систему Ос и обладающее тем свойством, что

всякое о-кольцо подмножеств множества R', содержащее
систему (£, содержит и o-кольцо R0.

Система 5\0 называется o-кольцом, порожденным
системой (£, и является наименьшим о-кольцом, содержащим
систему (£.

Доказательство'. Обозначим через 2 множество всех

а-колец (состоящих из подмножеств множества /?v), которые
содержат данную систему (2. 2— непустое множество, так

как в него входит, например, о-кольцо всех подмножеств

множества /?\ Образуем пересечение ^0= П Легко про-

верить, что система Й0 удовлетворяет всем требованиям
определения a-кольца. Остановимся для примера на условии 2).
Рассмотрим не более чем счетное семейство [Е(] (££3)
множеств системы ^0. Если то, очевидно, поэтому
Е\ (£6S)> Но, по условию, система Й— о-кольцо.

Следовательно, объединение Е= U Е% принадлежит Й. Таким обра-
£ 63

зом, множество Е входит в состав каждой системы ^62-
Значит, Е£ П ^=

Остальные условия проверяются аналогично.

Тот же прием может быть использован для доказательства
соотношения Z) <£.

То, что Й0СЙ (&£2)> Уже отмечалось выше.
Если —

o-кольцо, обладающее теми же свойствами, что

и построенная система •&„, то, поскольку должно быть

D ^о- С другой стороны, раз
— наименьшее из о-колец,

содержащих систему (£, справедливо и обратное включение:

С

Теорема полностью доказана. 1

Замечание. Такие же рассуждения позволяют доказать

теорему, в которой устанавливается существование и

единственность наименьшей о-алгебры или кольца, содержащего

данную систему. Обратим внимание, что в одном частном

случае подобная теорема была уже доказана нами ранее
(теорема 1). В ней, впрочем, было доказано не только

существование наименьшего кольца, содержащего систему <^pv> но и

выяснена его структура, что затруднительно сделать в общем

случае.

Определение 1. о-кольцо 93\ порожденное системой
всех полуоткрытых прямоугольников размерности v (v=l, 2, ...),
называется обычно борелевским o-кольцом пространства R'.

а множества, входящие в состав Q3V, — борелевскими.
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Структура a-кольца 93v чрезвычайно сложна, и не

существует сколько-нибудь простой конструкции, с помощью

которой можно было бы охарактеризовать все борелевские
множества. Попытаемся дать некоторое представление об

имеющихся здесь трудностях.
Заметим прежде всего, что, по самому определению, а-коль-

цо 93v содержит систему что можно высказать и так: каждый

полуоткрытый прямоугольник представляет собой борелевское
множество. Далее, поскольку <23'1—a-кольцо, оно должно

включать в себя объединение любого счетного семейства борелев-
•ских множеств. В частности, все a-множества (порожденные
системой — см. п. 1.5) оказываются борелевскими. Отсюда
с помощью теоремы 2 (1.1) вытекает, что всякое открытое

множество пространства R\ будучи a-множеством, является тем

самым борелевским. Так как само множество Rv открыто
в пространстве R*, то указанное обстоятельство позволяет

заключить, что система 93v является не только a-кольцом, но

и а-алгеброй (п. 1.6).
Далее, любое замкнутое множество F пространства R'

является дополнением некоторого соответствующего ему
открытого множества G, т. е. разностью R4\G. Ввиду того, что оба

множества—R’ и О — борелевские, а система Q3V — a-кольцо,

это приводит к выводу, что F принадлежит о-кольцу Q3V.
Таким образом, если обозначить через ©v систему всех

открытых, а через & —

систему всех замкнутых множеств

пространства R', то установленные выше факты можно коротко
записать в виде ©ч С Q3V, <5V С 93v.

Применяя к открытым или замкнутым множествам операции

объединения или пересечения счетных семейств, мы не выйдем

за пределы a-кольца <23v, и вместе с тем построим множества,
которые, как правило, не будут ни открытыми, ни замкнутыми.

Определение 2. Подмножество А множества R” (v =
= 1,2,...) называется множеством типа Gi, если существует
такое счетное семейство {Ge} (EGS) открытых множеств

пространства R', что А = П Gz. Множество В C.R* называется
& еЗ

множеством типа Fa, если существует счетное семейство

{/•’с} (;£Е) замкнутых множеств пространства R\ объединение
которого совпадает с В: В— U Д.*

ЕбБ

*
Поскольку, как известно, объединение любого семейства открытых

множеств открыто, а пересечение замкнутых
— замкнуто, не имеет смысла

вводить понятия множеств типа и F6.
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Обозначим через ©г и <81 систему всех множеств типа Os
и F, соответственно. Как ясно из сказанного выше, ©s, l3:oC(23v.
Если аналогичным образом ввести системы ©L, то по

соображениям, подобным тем, которые использовались выше,

будет ©8а, &S С Ъ'‘.

Применяя поочередно операции объединения и пересечения
счетных семейств множеств, можно образовать системы с

большим, чем два, числом индексов. Важно при этом иметь в виду,

что, как можно доказать, на каждом шагу будут получаться
все более широкие системы. Все построенные таким образом
множества будут борелевскими, но, как оказывается, о-кольцо

33' далеко не исчерпывается только такими множествами.

В заключение заметим, что хотя о-кольцо *23'' и не

исчерпывается указанными множествами, но все-таки верно
следующее предложение.
Предложение 1. Q3V есть наименьшее о-кольцо,

содержащее систему ©v.

Доказательство. Обозначим символом Of о-кольцо,

порожденное системой ©’. Так как ©VC<23V, то в силу
определения (см. теорему 3(1.1)) <2fc93v. Докажем теперь, что

'ЗЗ'С'ЗГ. В самом деле, каждый полуоткрытый прямоугольник

P£CPV является пересечением последовательности открытых
прямоугольников, которую читатель легко построит
самостоятельно. Следовательно, и, значит, <^5V С 2Г. Теперь,
снова применяя определение (см. теорему 3(1.1)), получаем
ЗЗ 'С'ЗГ. Предложение полностью доказано.

Нетрудно доказать также следующее утверждение:

Предложение 2. о-кольцо, порожденное системой <8\
совпадает с <33v.

§ 2. Аддитивные функции множества

В математике нет единого понимания термина «мера».
Однако все известные определения этого понятия

предполагают у нее свойство аддитивности и отличаются одно от

другого лишь дополнительными требованиями, которые играют
в теории меры менее существенную роль по сравнению с

аддитивностью.

Хотя свойством аддитивности могут обладать функции,
область задания которых и не является системой множеств

(как, например, вероятность
— функция, заданная на множестве

событий), мы ограничимся изучением исключительно
аддитивных функций множества, т. е. функций, заданных на

той или иной системе множеств и, более того, на системе

подмножеств множества/?'1 (v = l, 2, ...). Впрочем, последнее
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обстоятельство в подавляющем большинстве случаев не

отражается сколько-нибудь заметным образом ни на формулировке
фактов, ни на их доказательстве.

Не лишне указать, что мы рассматриваем
комплекснозначные функции, все значения которых конечны. Если же речь
идет о вещественной функции (это всегда надлежащим

образом оговаривается), то для нее допускаются и бесконечные
значения -(-оо или —<х>. Мы всегда будем предполагать, не

оговаривая этого в тексте, что среди значений вещественной

функции множества имеется хоть одно конечное.

Добавим еще, что для записи значения функции множества

мы, как правило, не будем применять скобки, т. е. значения

функции [а на множестве Е, входящем в область ее задания,

будут обозначаться рЕ.
Изложение в этом параграфе существенным образом

опирается на материал добавления 2. Соответствующие ссылки

приводятся в тексте только в наиболее сложных случаях.

2.1. Начнем с точного определения аддитивной функции
множества.

Определение 1. Пусть (£— система подмножеств

множества (v= 1, 2, ...) и (а
— функция (комплексная или

вещественная), заданная на (Е (д. 1, п. 4). Она называется

аддитивной, если каково бы ни было конечное семейство Еи

Е2, ...
, Еп попарно не пересекающихся множеств, принадле-

П

жащих системе (£, такое, что объединение Е= U Ек также
fe=i

П П

входит в (2, то сумма "S V-Ek имеет смысл* и ^ \>.Ek.
А=1 fc=l

Предложение 1. Пусть ja— аддитивная функция
множества, заданная на системе (£ подмножеств множества Rv

(v = 1, 2, ... ). Предположим, что пустое множество

принадлежит системе (L Тогда (аЛ = 0.

Доказательство. Действительно, в системе (£ имеется

множество Е, которому соответствует конечное значение (*/:•
Так как Е w А— Е, причем множества Е и Л не пересекаются,
то вследствие аддитивности функции ^ можно написать рЕ =
= рЕ-\- рЛ, ЧТО ВОЗМОЖНО ЛИШЬ при условии |аЛ= 0.

Отметим еще одно свойство аддитивной функции t*, назы¬

ваемое субтракттностью. ч

Предложение 2. Пусть, как и выше, область
определения функции [а обозначена через (£. Возьмем множества Еъ
Е2 £(£, такие, что Е1аЕ2. Предположим, кроме того, что

* Эта предосторожность относится к тому случаю, когда функция ^
будучи вещественной, принимает бесконечные значения разных знаков.

(Об операции сложения в R см. д. 1, п. 1.)



Е=Е2\Е1£(£. Тогда если хотя бы одно из чисел рЕ% —

конечно, то справедливо равенство

Iх {.Е2^\Е^) = fьЕ2 ia^j.
Доказательство. Действительно, в данном случае

Et\j Е=Е2, причем множества Ех и Е не пересекаются.
Следовательно, по аддитивности функции jj. будет рЕг^рЕу-^-рЕ.
Если \^Е^ конечно, отсюда сразу же вытекает доказываемый

факт. Соотношение же i^i= ± оо невозможно, так как оно

влечет бесконечность значения \ъЕ% (так как уЕ1-\-}>.Е имеет

смысл), что не допускается условиями предложения.
Рассмотрим несколько примеров аддитивных функций.
Пример 1. Пусть (f —система всех подмножеств

множества R* (v = l, 2, ... ) и х0— данный элемент множества/?v.
Функцию р определим, полагая

,х£= (1 (^€®).
10 (х06^)

Аддитивность функции р. проверяется без труда. Пусть Еи
Е2, ...

, Еп— конечное семейство попарно не пересекающихся
множеств системы 6, т. е., проще говоря, попарно не пересе-

П

кающихся подмножеств множества Rv, и Е= U Ек. Если
Jt=l

х0£Е, то среди чисел k—1, 2, ...
,
п имеется одно

(обозначим его через к0) такое, что х0£Еь0. Поскольку множества

Е12_ Е2, ... , Еп попарно не имеют общих элементов,

лг06Ек(к = \, 2, ... , п; k^ka). Таким образом, рЕ = = 1,
П

а \>.Ek=0 (к=1, 2, ...
, п; k^=kQ). Следовательно, рЕк.

fe=i

Это равенство справедливо и в том случае, когда х0£Е, так

как тогда обе его части очевидным образом равны нулю.
Следующий пример является обобщением предыдущего.
Пример 2. Будем под (Е опять понимать систему всех

подмножеств множества R* (v = 1, 2, ...). Пусть далее Е —

не более чем счетное множество, содержащееся в

Рассмотрим суммируемое числовое семейство {/>£j (5ЕЕ) (д. 2, п. 1).
Если Е— некоторое подмножество множества R\ т. е. если

Е£0£, то семейство [р^ (£ 6 ® r\ Е) суммируемо (д. 2, п. 2).
Функцию {1 определим на (Н, принимая для Е£(£.

*Е= 2 Pv
£ 63o£

Аддитивность функции [а вытекает из свойства ассоциативности

суммы числового семейства (д. 2, п. 1, предл. 3). В самом
П

деле, если Е= \J Ек и множества Еъ Е2, , Еп попарно не
k = 1
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п

пересекаются, то Ег\Е— U (%r\Ek), причем множества
k—l

(k=\, 2, п) также попарно не пересекаются. Поэтому,
согласно цитированному предложению,

#= 2л=1( 2
ЕеЗn£ ft=l \£eS<^Ek J ft—1

Если семейство {^5} (16 s) положительно, т. e. все числа

0 (££Е), то требование суммируемости может быть

опущено. Разумеется, вещественная функция ц., соответствующая

этому случаю, может иметь бесконечные значения.

Функция щ когда семейство {д} (S£s) положительно,

имеет простой физический смысл. Предположим, что в каждой
точке множества н помещена масса, величина которой в точке

равна р%. Тогда дает массу, сосредоточенную
на множестве Е.

В связи с этой физической интерпретацией функцию {*

рассматриваемого примера называют дискретным
распределением массы, а число рs (££Е) — нагрузкой в точке £. Эту
терминологию используют и тогда, когда числа рЕ могут быть

не положительными и даже комплексными.

Заметим, что функция ;v первого примера представляет
собой дискретное распределение массы, в котором в роли 3

выступает одноэлементное множество {х0}, и нагрузка рХа
в точке л:0 равна единице.

Рассмотрим более содержательный пример аддитивной

функции множества.

Пример 3. Пусть Д— данный промежуток расширенной
числовой прямой R* Через ^ обозначим систему всех таких

полуоткрытых промежутков [а, (3) (а < р), что а, р£Д.**
Предположим еще, что на промежутке Д определена
конечная функция g. Для произвольного Р= [а, р)е^>д положим

^=г (Р)-£(«)• (1)

Докажем, что определенная этим равенством на системе

функция множества j* аддитивна.

Пусть промежутки Р1, Р2, ..., Рп £ °РД и попарно не пересе-
П

каются. Обозначим через Р их объединение: Р= U Рь, и до-
Ь=>1

* Напомним, что под расширенной числовой прямой мы понимаем

множество всех вещественных чисел, включая и несобственные числа + оо,
— оо (см. д. 1, п. 1).

** Как отмечалось в п. 1.2 гл. I, система представляет собой

полукольцо.
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пустим, что множество Р также является промежутком из

системы Требуется убедиться в справедливости равенства
П

(2)
fe=i

Если какой-нибудь из промежутков Pk (k = \, 2, , га)
пустой, то вследствие (1) рРк — 0. Поэтому, доказывая равенство

(2), можно ограничиться случаем, когда ни один из

промежутков Pk (k—l, 2, ...
, га) не пуст. Понятно, что тогда

непустым будет и промежуток Р. Пусть Р— [а, р), Рк —
— [“*> Р*) (^ = 1» 2, ... , га). Можно считать, что промежутки

Р15 Р2, ..., Рп перенумерованы так, что ax^a2<^...
Нетрудно видеть, что при этом а — аи В самом деле, 04 £ Л С Р,

П

так что a<<*i<P. С другой стороны, a£P=U Pk- Следова-
к=1

тельно, можно указать такое натуральное число k0^n, что

01а эт0 в свою очередь приводит к неравенству
> аг. Далее, почти очевидно, что Pi < Р, поскольку из

противоположного неравенства Pi > Р вытекало бы Р G Pi С Р, что

абсурдно.
Так как промежутки Ри Р2, ...

, Рп попарно не имеют
— П

общих элементов, то Я\РХ= U Рк. Но из сказанного выше
ft—2

вытекает, что P\P1=[a, р)\[а, Pi)=[Pi, Р). Таким образом,.
П

[Pj, р)= и Рй, и мы оказываемся в ситуации, подобной на-
h—2

чальной, с той, однако, разницей, что число промежутков,

участвующих в объединении, стало на единицу меньше.

Повторяя проведенное только что рассуждение, мы установим
последовательно равенства 3i = a2, p2= a8, ..., Pn_2 = <Vi и

П

в конце концов придем к соотношению [Р,г_ь Р)= U Pk=Pn—
k=n

= К» Р«)> которое дает Р„_1 = о,7г, Р = Р„. Вводя обозначение

Р„= ая+1, можем окончательно записать

a==ai. h= 4+i (fc=l, 2, ..., «). (3)

Учитывая определение (1) функции у и равенства (3), будем,
иметь

п п п
■

'

2 =2 [ё (Pft) — g (a*)] =2 («*«) — g («*)] = g (««+x) -

-gM=gW-g{*)=rP.

и равенство (2) доказано.

Интересно отметить, что имеется и обратная связь между

конечными аддитивными функциями 'множества, заданными на.
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системе ^>д, и „обычными" функциями, определенными на

промежутке Д, как видно из следующего предложения.
Предложение 3. Если f* — функция множества

указанного вида, то существует функция g, определенная на

промежутке Д, связанная с ^ соотношением (1).
Доказательство. Выберем число Д и примем

Если Р= [а, р) б<£д, т. е. если числа а, Р£Д и а^Р, то

в случае, когда х0<;а^р, в соответствии с (4) можем

написать, учитывая при этом свойство субтрактивности аддитивной
функции,

{лЯ= р,([л:0, P)\[jc0,a))={i [лг0, Р) — (а [х0, a) = g (Р) — g (а).
Если то аналогичным образом из равенства

Р= [«. К. Р) вытекает == **• [«, ^0)+Ii[^o. Р)=£ (Р)~ё(а)-
Наконец, когда a •< р < х0, то соотношение

влечет [хР= ^ [а, х0) — р. [3, хй) — g (р)' — g (а).
Заметим в заключение, что соотношение (1) определяет

функцию g по функции множества ц неоднозначно, однако эта

неоднозначность не слишком велика: если gx — функция,
определенная на Д и подчиненная требованию, аналогичному
условию (1): gi (Р) — g'i(a) = v-P, для любого промежутка Р =

= К ЁОб^д. то существует такое число С, что ^ (л:)=£(.х:)+С
(х£Д), где g

— функция, заданная формулой (4).
В самом деле, если лг^Д и х~^х0, то g (д:) = [л:0, х) =

= Si(x) — gi(xo)- Если же х£ Д, х<х0, то g(x) = —

у [х, х0) =
= §ЛХ)— ?i W' Отсюда видно, что число C— g1(x0)
удовлетворяет поставленным требованиям.

Пример 4. Рассмотрим, наконец, последний пример
аддитивной функции множества. В качестве области задания этой

функции рассмотрим систему ф'’ всех полуоткрытых
прямоугольников размерности v (v = l, 2, ...) (см. гл. I, п. 1.1).
Самое функцию f). определим формулой

При v = l число рР, как известно, называется длиной проме-
жутка Р, при v = 2 ;лР—■ это площадь прямоугольника Р,
в случае v^3 величина у-Р называется объемом

прямоугольника Р.

Теорема 1 (2.1). Функция множества [j., задаваемая на

системе <^>v равенством (5), аддитивна.

(4)

Я=[«, Jf0)\[P, х0)

jj■P=(bl — a1)(b2 — a2) .. . (6V — а,) (Р— [аъ Ьг) X
X [а* Ь2)Х ... X [a,, £„); ak<bk, k = 1, 2, ...

, v). (5)
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Доказательство. Пусть Plt P2i Рп — такое конечное

семейство попарно не пересекающихся прямоугольников размерности v, что

п

объединение Р= (J Pk также является прямоугольником, т. е. входит

1

в систему Как и выше, доказывая равенство

v-p= £ v-Pk, (6)
k=l

можно считать что Pk Ф A (&= 1, 2, ...
, я). „

Введем обозначения:

Р= [аь b{) X [а2, b2) X ... X [av, 6V),
Pk = [4k), 6f>) X [ 4k). 4ft)) X ... X [ (A = 1, 2, ...

, Л),

Дi=*[alt bt), Д? =[«{*>, b^) (i=l, 2, ...
, v; й=1, 2, ... , n).

Так как Я* cP(k = 1, 2, ... , л), то Д^1 С Д; (г = 1, 2, ..., v; к =

= 1, 2, ... , /г). Следовательно, ввиду непустоты прямоугольников /V будет

< bt (i = 1, 2, ...
, v; £ = 1, 2, .. .

, я). (7)

Равенство (6) будем доказывать по индукции. В случае п= 1 оно

справедливо тривиальным образом. Пусть т — натуральное число, большее

единицы. Предположим, что равенство (6) доказано, если п < т. Докажем
его истинность и при п — т.

Рассмотрим точку а — (аъ a2t av) пространства Поскольку
то среди прямоугольников Рь Р2, ..., Рт имеется один,

включающий точку а. Не уменьшая общности, можно считать, что a£Pv Это дает

< ai (/=1, 2, ..., v), что вместе с (7) приводит к равенствам
=

= di (/= I, 2, ...
, v). Так как т > 1, то PY Ф Р. Учитывая это, заключаем,

что среди промежутков д}, Д^, ... ,
Д* найдется отличный от

соответствующего промежутка Дх, Д2, ...
, Д^ Можно считать, что Д] Ф Дх.

Обозначим Д^ = Дл \ Д] = [аь b{) \ [ а^\ b^) = [ b^\ b^ . Так как

д| Ф Д^, промежуток Д® Ф А. Выберем произвольным образом число

Точка (х, аъ ...
, av) £ Р, следовательно, существует прямоугольник

Pk (k0~ 1, 2, ... , т), которому принадлежит указанная точка. Нетрудно

понять, что &о Ф 1 (в противном случае было бы л;£Д}), поэтому можно

считать ko = m. Отметим, что включение (л:, а2, ..., а^^Рт влечет за

собой равенства —aL (i = 2, 3, ... , v). Промежутки д{ и Д™ не имеют

общих элементов. Действительно, если бы существовало число z£ Д}глД™,
то точка (у, а2, ...

, tfv), как легко понять, принадлежала бы как

прямоугольнику Pv так и прямоугольнику Р/п* между тем эти прямоугольники

не пересекаются. Таким образом, Д[л с Д?.
Образуем прямоугольники

Qj = aJ X д2 X ... X д„ <?2 = Д°Х д2 х ... X

Из сказанного выше вытекает, что Р1 с Qv Рт С Q2. Ясно, кроме того, что

<?i r\ Q2 = А.

Введем множества (см. рис. 2, а, б):

P'k = Qi^Pk, P'h = Q%r\Pk (*=1, 2, ..., т).
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Как отмечалось в гл. I, п. 1.1 (предложение 1), эти множества суть прямо-
т ,

т т

угольники. При ЭТОМ (J Рк = (J (Qlr'Pk) = Qlr^ и Pk = Ql^P=Ql И»

ft=l h=l ft = l

т
„

аналогично, |J Pk = Q2- Ho включения Px с Qi и Pm с Q2 влекут за собой

k=i

равенства

pnl = P1r^Q2 cQir^Q2 = A, Pm = Pmr^Q1 cQ2^Qi= A, (8)
так что окончательно можем записать

т—1
,

т
„

Qi= U Q2 = U (9)
h=2

Рг
л' '

^ i р,"

Pi р<

\ \
I ! I

Предположим сначала, что т = 2. В этом случае равенства (9)
приобретают вид Qi~ Pl=Pl, Q2 —Р2 —Р2, и так как

V-Pl = M-Qi = — а(1Х)) (b2-al) ■■■ (&v— ev) =

= (611) —«0 (*2 —«2) *

(x/>2 = jaQ2 = (6, - ftp) (b2 - a2) ... (6V - av)j
to + {лР2 = рР, т. e. (7) в этом случае выполняется.

Пусть т > 2. Заметим, что прямоугольники Р^ (£ = 1, 2, ...,
т — 1) и,

равным образом, прямоугольники Pk(k — 2, 3, ..., т) попарно не

пересекаются. Поэтому в силу индуктивного предположения с помощью (9) будем
т — 1 т

иметь p-Qj = ^ (лРд, u.Q2 — 2 что вследствие (8) можно переписать

к=1
~

к—2

и так:

т т

jaQi = 2^^’ ^Q2— 2^^*
k=l k=l

Так же по индуктивному предположению (ведь 2 < т) соотношения

/>=(?! wQ2, Pk = Pkr^P= Pkr^(Q1^Q2)^Pk^pnk (Л=1, 2, m)

влекут равенства

р/>= txQj + fxQ2, fxPft = yPh + \^P"k (£ = 1,2,..., лг),
а это вместе с (10) дает

т т

v-P — i^Qi + ;j.Q2 = 2 (^РА + !лЯл) = S
fe=l k—\

что и требовалось доказать.
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2.2. Существенное влияние на свойства аддитивной функции
множества оказывают свойства ее области задания. В общем
случае к тем,- более или менее тривиальным, свойствам,
о которых упоминалось в п. 2.1, добавить можно лишь очень

немногое. Надо, впрочем, сказать, что, если ничего, кроме
аддитивности, от рассматриваемой функции не требовать, то

никакие качества области определения не обеспечивают
возможности сколько-нибудь содержательных высказываний,
справедливых по отношению ко всем таким функциям.

Учитывая эти обстоятельства, мы будем рассматривать
в этом пункте вещественные и, более того, неотрицательные
(т. е. принимающие только неотрицательные значения)
аддитивные функции, заданные на том или ином кольце

(гл. 1, п. 1.3).
Возвращаясь к определению 1 (2.1), заметим, что в случае

П

неотрицательной функции ц сумма V, pEki о которой идет
А=1

речь в этом определении, всегда имеет смысл.

Теорема 2(2.1). Пусть 91 — кольцо и — аддитивная

неотрицательная функция, заданная на нем. Имеют место

следующие утверждения-.
1) функция и. обладает свойством монотонности: каковы

бы ни были множества А, В£91, если АаВ, то j>■ (А)^ р(В);
2) если множества А, В £91 таковы, что хоть одно из

чисел jiA или \>.В конечно, то

IX (ЛиВ)= цЛ -f- рВ — [1. (А/''ч Б); (И)

3) функция [л обладает свойством полуаддитивности: ка-
П

ковы, бы ни были множества А, Аь ..., Ап£91, если Ac U Ak,
то

й==1

(12)
&=1

Доказательство. 1) Если ^5=-}-со, то неравенство

|аА < рВ очевидно. Пусть ц/? <-j-оо. Так как система 91 —

кольцо, то B\A(*9t. Поэтому можно воспользоваться

свойством субтрактивности: рВ — jaA == jj. (В\А). Поскольку р
—

неотрицательная функция, [а(В\А);>0.
2) Заметим прежде всего, что объединение АууВ и

пересечение Аг\В входят в кольцо 9?, так что все члены

формулы (11) имеют смысл. Доказывая само равенство (11),
предположим для определенности, что |х5<-|-оо. Поскольку
A \jB — A w [5\(ArN5)], причем множества А и В\(Аг\ В)
не пересекаются и оба принадлежат кольцу 9?, в силу
аддитивности функции и- будем иметь (A /~\fi)=jiA -j- jj. (B\(Ar\B)).
Предположение pB < -j- ос позволяет воспользоваться

свойством субтрактивности, т. е. можно написать р(£\(Лл*))=
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=НВ—(х(Алл5), что после подстановки в предыдущее

равенство приводит к (11).
3) Пусть сначала п— 2. Объединение А^уА2 принадлежит

кольцу 91?, и ввиду монотонности функции р. будет рА
Заменяя на основании утверждения 2 теоремы

правую часть этого неравенства выражением р.А1 -}- jj.A2 —

х^А2)* и учитывая, что р(А1гл А2)^0, получим
требуемый результат.

Случай я >2 исчерпывается по индукции. Пусть т —

некоторое натуральное число больше двух; предполагая
утверждение доказанным для 2 < я < /те, проверим справедливость

т

неравенства (12) в случае п — т. Введем множество В= U Ак.
ft=2

Очевидно, В£91. Принимая во внимание, что AcA2w5, можем

написать в силу индуктивного предположения (аА [аАх -f-
т

По той же причине \>В^ 2 что вместе с предыдущим
ft-2

неравенством приводит к (12) при П—т.

Замечание. Требование, предъявляемое в теореме
к области задания функции существенно. Можно указать
такую систему (£ множеств и аддитивную положительную
функцию р., заданную на (£, для которой ни одно из

утверждений теоремы неверно. Такая функция ^ существует даже
в случае, когда система (£ подчинена тому условию, что вместе
с любыми множествами А и В она включает в себя их

объединение А^уВ и пересечение Аг^В.

Пример указанного вида построить сравнительно нетрудно,
и мы предоставляем читателю сделать это в качестве

упражнения. При этом полезно иметь в виду, что любая функция р,

заданная на системе '(£, аддитивна, если S не содержит непере-
секающихся непустых множеств, а р.(Л) = 0 (если Л (<(£).

2.3. Как уже отмечалось в гл. I, п. 1.6, успешное
применение средств исследования, употребительных в анализе,
сопряжено с такими свойствами изучаемых объектов, которые так

или иначе связаны с бесконечными множествами. По этой

причине рассмотрение в рамках анализа аддитивных функций,
в определении которых фигурируют лишь конечные понятия,

мало плодотворно.
Это обстоятельство заставляет углубить понятие

аддитивной функции, введя в него элемент бесконечного.**

* Если цА1 = уЛ2 = + оо, неравенство (12) не требует доказательства.
** При этом мы получаем выигрыш в виде возможности использовать

более мощный аппарат. Не следует, однако, забывать и об известном

проигрыше, вызванном переходом на более высокую ступень абстракции: при
описании конкретных явлений с помощью математических понятий обычно

нетрудно бывает оправдать наличие у этих явлений необходимых „конечных*
свойств, тогда как „бесконечные* свойства не поддаются, очевидно,
непосредственной экспериментальной проверке.
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Дадим точное определение.
Определение 1. Рассмотрим функцию множества р,

заданную на системе <£ подмножеств множества /?” (v=l,2,...).
Пусть (А) (56®) — не более чем счетное семейство попарно
не пересекающихся множеств системы (£, такое, что Е=

— U Если для любого такого семейства имеет смысл
SeS

сумма 2 РЕ1 (Д- 2, п. 1) и справедливо равенство

Н-£= ]У] ^Еь (13)
Е 63

то функция n называется счетно-аддитивной (или о-аддитив-
ной).
Сделаем некоторые замечания в связи с данным

определением.

Понятно, что счетно-аддитивная функция множества

будет и аддитивной. Для обратного утверждения нет,
разумеется, никаких оснований. Как будет вытекать из результата
п. 2.5, понятие счетно-аддитивной функции оказывается ^же
понятия аддитивной функции. Кстати сказать, для более

четкого разграничения этих понятий термин „аддитивная функ-
ция“ часто заменяют термином „конечно-аддитивная функция".
Предложение 1. Пусть функция р, заданная на системе

множеств (£, аддитивна и равенство (13) справедливо в том

случае, когда множество 3 есть множество всех натуральных
чисел. Тогда функция ^ счетно-аддитивна, т. е. равенство (13)
справедливо в случае, когда В — произвольное не более чем

счетное множество.

Доказательство. В самом деле, раз fA аддитивна,
равенство (13) имеет место всякий раз, когда 3 — конечное

множество. Пусть множество 3 бесконечно и, следовательно, счетно.
Это означает, что существует взаимно однозначное

отображение <р множества N всех натуральных чисел на множество 3

(д. 1, п. 3). По свойству коммутативности операции
объединения (д. 1) Е= U Е> — (J Е ( Заметим, что множества по-

SgS neN ^

следовательности {£?(«) }“=1 попарно не пересекаются, так как

если п, п' £ N и п=Фп', то ввиду взаимной однозначности

отображения <f будет и <р (га) Ф <р («') (см. д. 1, п. 3), и, значит,
ПО УСЛОВИЮ, Яр (л) Г\ Е<?(п') = Л.

Далее, суммы и имеют или не имеют смысл

neN £ 6 В

одновременно и в первом случае они совпадают (д. 2, п. 3).
Поэтому

Vе— 2 !*£?(«>= 2
пеN £еВ

Счетно-аддитивными функциями множества являются

функции, рассмотренные в первых двух примерах п. 2.1. Доказатель¬
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ство их счетной аддитивности ничем по существу не

отличается от проверки конечной аддитивности, и мы его не

приводим. Функция примера 4 (п. 2.1) тоже счетно-аддитивна.

Это будет доказано ниже в п. 2.7. Что касается функции
множества, которой посвящен пример 3(п. 2.1), то будет ли

она счетно-аддитивной или нет—зависит от свойств функции g.
Частично этот вопрос обсуждается в п. 2.6 (теорема 5 (2.1)).

Счетно-аддитивная функция множества, заданная на кольце,

обладает- свойством, которое называется непрерывностью

и заключается в следующем утверждении.
Теорема 3(2.1). Пусть \>.

— счетно-аддитивная функция,
область определения которой — кольцо 91 подмножеств

множества R4 (v = l, 2, ...). Справедливы высказывания:

1) Если —

возрастающая последовательность мно¬

жеств из кольца 91, таких, что число \>.Ап при любом

п —1,2, ..., конечно, то в случае, когда объединение А= U Ап
п—Л

принадлежит кольцу 91, существует lim \>-Ап и имеет место
П-+ оо

равенство
|jA — lim \>.Ап. (14)

П-+ оо

2) Если {£„]“=1 — убывающая последовательность

множеств из кольца 91, таких, что при каждом п (п = 1, 2, ...)
ОО

число fjВп конечно, то в случае, когда пересечение В— f| Вп
п—1

принадлежит кольцу 9?, существует lim \>-Вп и имеет место
П-у оо

равенство
\>.В= lim |з-Вп. (15)

П-> оо

Доказательство. 1) Положим Л0 = Ли введем
множества

Ek =Ak\Ak_1 (k = 1, 2, ...). (16)

Все эти множества входят в кольцо 91. Кроме того, они

попарно не пересекаются. Действительно, если бы существовал
элемент x£Ekr^ Ew (It, k' = \, 2, .. k^=k’), то ввиду (16)
мы имели бы х£АкглАк’ и одновременно х£Ак_х^и A^-i.
Предполагая, что k < k' и учитывая, что последовательность

Мп1Г=1 возрастающая, можем написать Akr\Ak’— Ak\ Ак_г^
w Ak’-i = Ah'-i. Таким образом, должно было бы быть х£Ак
и x(*Ah'-1. Но к'—\^k и, следовательно, Ak’-i ZD Ак,
вследствие чего указанные включения невозможны. .

ОО оо

Так же легко проверяется, что U Ek= U Ап — А. В самом
k=l п—1

деле, из (16) вытекает, что ЕкаАк (k — \, 2, ...). Стало быть,
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со оо

и U £*С U Ак =А. Обратно, пусть л: — элемент множества А;
ft=l к=1

существует номер k0 такой, что xf+Ak,,. При этом можно

считать, что к0 — наименьший номер, обладающий этим свойством,

так что, в частности, х^А^-х. Но тогда

•*€^VvV-i= £ft0C U4
fe=l

Все сказанное позволяет применить к

последовательности {Ek}^=l определение счетной аддитивности. Это приводит
к заключению о существовании суммы 2 (здесь N— мно-

fe€N

жество всех натуральных чисел) и справедливости равенства

рА = 2 pEk- Но если существует сумма 2 то РЯД 2
fteN ksN h=1

имеет сумму, равную 2 рЕк — фА. Значит, существует предел
keN

п

lim ^\iEk~\iA. Остается заметить, что ввиду свойства суб-
/г„!

трактивности (п. 2.1) и конечности рАк (ft=l, 2, ...)

2 t*£*= s (М* — M*-i) = V-An — M0= |*ЛЯ (л = 1, 2, .. .).
. ft=i ft=l

2) Введем множества А„= В1\Вп (« = 1, 2, ...). Понятно,
что каждое Ап (п — 1, 2, ...) принадлежит кольцу 91 и что

последовательность {Ая}“=1 возрастающая. Основываясь на
ОО

предложении 2 (д. 1, п. 6), можем, кроме того, написать U Ап =
СО /2=1

= ВХ\ П Вп = В1\В. Обозначим это множество через А.
П=1

Поскольку, очевидно, А £9^ и у-Ак конечно при любом

к (6 = 1, 2, ...), к последовательности {Ая)“=1 применимо

утверждение 1). Следовательно, существует ПшцАп, равный рА.
/2-> оо

Но так как рВп конечно («=1,2, ...), то

цА =^ fiA„ == ^ — \iBn.

Следовательно, существует lim |iBn, равный у-В.
П -*■ оо

Замечание 1. Пусть ц—аддитивная неотрицательная
функция, определенная на кольце 91. Предположим, что она

непрерывна снизу, т. е. что какова бы ни была

последовательность {А„}“=1 множеств, удовлетворяющих условиям п. 1)
теоремы, существует lim jiA„ = {aA. Тогда ^счетно-аддитивна.

п-у ОО

Доказательство. Как явствует из замечания,

сделанного в связи с определением счетной аддитивности, достаточно

39



доказать, что для любой последовательности попарно
не пересекающихся, множеств из кольца 9?, таких, что

оо оо

Е= (J справедливо равенство рЕ= y.pEk*
h=i k=i

Чтобы доказать это равенство, предположим сначала, что

имеется хотя бы одно множество Еп (п = 1, 2, ...), для

которого \>.Еп=-\- оо. Поскольку Еэ ЕП9 то вследствие

монотонности функции р. будет и Понятно, что и сумма

2 v-Ek= + c°.

Й=1

Рассмотрим случай, когда <-|-оо (Л = 1, 2, ...). Обо-
П

значим Ап= U Ек (п— 1, 2, ...). Каждое из этих множеств
fc=i

входит в кольцо 91 (см. гл. I, п. 1.3), и они образуют

возрастающую последовательность. Так как, очевидно, U Ап = Е
л=1

п

и ввиду аддитивности функции р. будет = 2 т0, по
ft==i

п ОО

условию, p£'=lim \>-An = lim 2 V-Ek= 2 V-Ek, что и требовалось
л-.о n-ooft=1 fe=1

доказать.

Если к сделанным предположениям о свойствах р добавить
еще условие, что р

— конечная функция, то можно доказать

следующий факт.
Замечание 2. Пусть [а непрерывна сверху, т. е. пусть

для любой последовательности {£я}“=1, удовлетворяющей
требованиям пункта 2) теоремы, существует lim \>-Вп, равный

П-+ оо

\ьВ1В=: П Вп\. Тогда функция р счетно-аддитивна.
\ п===1 !
Доказательство этого предложения мы предоставляем

читателю. Предлагаем также и более трудную задачу: доказать
оба сформулированные выше предложения, не предполагая
функцию р. неотрицательной.

Замечание 3. Если в условиях теоремы ^ не только

счетно-аддитивная, но и неотрицательная функция, то в п. 1)
предположение о конечности чисел рЛл можно опустить.

Доказательство. Если для какого-нибудь номера щ
окажется цЛ =+°°> то вследствие монотонности функции ^

* Ввиду неотрицательности функции ku вопрос о существовании суммы

2 здесь не возникает. По этой же причине вместо указанной суммы
fee N

ОО

можно говорить о сумме ряда ^ V-Ek-
/1=1
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(теорема 2(2.1), п. 1)) ^Л„ = + оо (я =/г0, nQ-\- 1,... ) и точно

так же [хЛ = + °°- Следовательно, и в этом случае существует
lim =

п->00

Следует иметь в виду, что по отношению к п. 2)
аналогичного замечания сделать нельзя.

Рассмотрим в связи с этим функцию ^
—

дискретное
распределение массы с нагрузками рп=1 (п= 1, 2, ... ) в точках п

(л=1, 2,... ) пространства R1 (см. п. 2.1). Область
определения функции — система всех подмножеств множества R1 —

является, очевидно, кольцом. Понятно также, что !>• —

неотрицательная функция. Между тем если под Вп понимать про-
ОО

межуток [п, оо), то, поскольку пересечение В — П Bn— Af
1

(j.5 = 0, хотя рВп-= + оо при любом п (« = 1, 2, ... ).
При тех же условиях, что и в замечании 3, можно

высказать несколько более сильлое утверждение.
Следствие 1. Пусть ^ — счетно-аддитивная

неотрицательная функция, заданная на кольце 9?. Если
последовательность {Л„}~=1 множеств из кольца 91 возрастающая и

множество А 69? таково, кто Леи Ап, то существует пре-
п=1

дел lim рАп и выполняется неравенство

р.Л < lim рАп. (17)
ОО

Доказательство. Существование предела вытекает иа

монотонности функции |х: числовая последовательность {pAn}n=i
оо оо

возрастающая. Далее, поскольку А — Агл |J Л„= U (АглАп)
/2=1 п==1

и множества A r\ Ап (п— 1, 2, ... ) принадлежат кольцу 9?,
можем написать в соответствии с результатом замечания 3

[1Л = Пт[А(Л г\ Ап). Но Л^Л„сЛ„(/г= 1,2,...), так что,
Л-> оо

опять используя монотонность функции ja, будем иметь [х(Л<^
о Л„) < ?Ап (п— 1, 2, ...), что после предельного перехода
и дает (17).

Более важное свойство счетно-аддитивной неотрицательной
функции множества — счетная полуаддитивность (или также

о-полуаддитивность) — содержится в следующем утверждении.
Следствие 2. Пусть функция множества ^ удовлетворяет

условиям следствия 1. Каково бы ни было не более чем

счетное семейство {Е^ (S 6 В) множеств из кольца 9? и множество

Е, также принадлежащее кольцу 91 и такое, что Е С U Еь
справедливо неравенство

£б°

^<2^- (18)
ееа
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Доказательство. Так как будучи счетно-аддитивной,
аддитивна, то в случае, когда 3.— конечное множество,

неравенство (18) уже установлено в теореме 2 (2.1), п. 3. Когда же

S— множество бесконечное и, стало быть, счетное, можно

считать, что оно совпадает с множеством N всех натуральных
чисел. Обоснование этого допущения может быть осуществлено
с помощью тех же рассуждений, которые были использованы

в начале пункта в связи с одним из замечаний по поводу
определения счетной аддитивности. Заметим, что при сделанном

предположении (E = N) вместо суммы можно говорить
£еЗ

оо

о сумме ряда у1 у-Е^ — и та и другая существуют и равны
6=1

между собой ввиду неотрицательности функции р.
П

Образуем множества Ап = U Ег (л = 1, 2, ...). Множества

Ап (п — 1, 2, ...) принадлежат кольцу 9^, последовательность

{Л„}~=1—возрастающая и U Ап= U fp Е. Таким образом,
п=1 £=1

мы оказываемся в условиях следствия 1, так что вправе
написать неравенство рЕ^. lim Но, основываясь на резуль-

П-*- оо

П

тате п. 3) теоремы 2 (2.1), будем иметь

6̂=1

(п— 1, 2, ...). Переходя здесь к пределу и учитывая
сделанные выше замечания, получаем (18).

Замечание 4. Если ^ — аддитивная неотрицательная

функция, заданная на кольце 9?, то счетная аддитивность

функции равносильна ее счетной полуаддитивности.
Доказательство. Достаточно установить следующее

неравенство:

2^
£бЗ

каково бы ни было множество и не более чем счетное

семейство {Е^ (|£Е; попарно не пересекающихся множеств

из кольца 9?, таких, что U Е, с Е.
ЕеЗ

^

Докажем это неравенство. Пусть © — произвольное
конечное подмножество множества Е-. Тогда и U Е, С Е.

Еб0 Еб0
•

В силу монотонности и аддитивности функции р- имеем:
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Следовательно,

^>sup 2^=2^.
0Со Ее© £бЗ

2.4. Результаты пунктов 2.2 и 2.3 относятся к аддитивным и, в

частности, счетно-аддитивным функциям, заданным на том или ином кольце.

Между тем в конкретных случаях, которые как раз и представляют наибольший

интерес, область определения рассматриваемой аддитивной функции
кольцом не является. Именно такова ситуация в примерах 3 и 4 из п. 2.1. В

связи со сказанным было бы желательно иметь возможность устраивать такое

распространение (д. 1, п. 3) данной аддитивной или счетно-аддитивной
функции, которое не утратило бы свойства аддитивности или, соответственно,

счетной аддитивности и вместе с тем было бы определено на кольце.

Разумеется, в общем случае безнадежно искать решение указанной задачи — его

не существует. Это становится понятным, если вспомнить замечание к

теореме 2 (2.1). Однако поставленная задача разрешима, если предъявить к

данной функции некоторые дополнительные требования.

Рассмотрим систему °pv всех полуоткрытых прямоугольников
размерности v (гл. I, п. 1.1). Обозначим через 9^v кольцо, порожденное системой

(теорема 1 (1.1)).
Лемма 1. Пусть — аддитивная неотрицательная функция,

определенная на системе cpv. Существует единственная аддитивная функция р/,

заданная на кольце 9Г и являющаяся распространением функции р<. При
этом р/ также является неотрицательной функцией.

Доказательство. Напомним сначала, что согласно теореме 1 (1.1)
множество А входит в кольцо 9\v в том и только в том случае, когда

существует конечное семейство Ръ Р2, ...
, Рп попарно не пересекающихся

полуоткрытых прямоугольников, объединение которого равно А:

Л = U Pk. (19)
/1=1

Как и при доказательстве теоремы 1 (1.1), будем называть представление

множества А £ 9Г в форме (19) регулярным.
Предположим, что функция р/, обладающая требуемыми свойствами,

существует. Так как р/ D (это означает, что р." служит распространением
функции {а (см. д. 1, п. 3)), то для любого будет р/Р= р.Р. Поэтому
если А — произвольное множество, принадлежащее кольцу 9Г , и (19) — его

регулярное представление, то вследствие аддитивности функции р/ можем
написать

V-'A = £ WPb = 2 \&k- (20)
h—l fe=l

Это равенство сразу же позволяет сделать заключение о

неотрицательности функции р/.
Далее, из (20) вытекает также единственность функции р/. В самом

деле, если р." — аддитивная функция, определенная на кольце 9V и такая, что

п

р/' D (х, то можем написать равенство, подобное (20): р/'Л = 2 \xPk Для лю"

k—\

бого множества 9^\ имеющего регулярное представление (19).
Сопоставляя это с (20), получаем рМ — р/'Л (А £ 9Г), т. е., поскольку области

задания обеих функций р/ и р/' совпадают, р/ = р/'.
Заметим, что соотношение (20) без каких-либо дополнительных

рассуждений не может служить достаточным основанием для вывода о
существовании функции р/. Дело здесь прежде всего в том, что (20) вообще может не

43



определять на 9^v никакой функции, так как сумма 2 зависит, по край-
k=i

ней мере на первый взгляд, не только от множества А, но и от регулярного
его представления (а таких представлений у одного и того же множества

имеется много). Поэтому, чтобы можно было говорить о функции р/,
определенной на кольце 9^v соотношением (20), требуется доказать, что на

самом деле сумма (20) определяется только множеством А и не зависит от

выбора того или иного представления этого множества.

Рассмотрим наряду с (19) еще одно регулярное представление множества
т

A: A— U 0/. Очевидно,
;=1

Рк = Рк^А = Ркгл£ Qj =Д {Pk^Qj) (к =1,2,...). (21)

Поскольку пересечения P^r\Qj (k = \, 2, . ..
, п; /=1, 2, ...

, т)
представляют собой прямоугольники (гл. I, п. 1.1, предл. 1), которые, понятно,
не имеют один с другим общих элементов, то в силу аддитивности
функции jjl получаем из (21)

т

Л = 2 HPk^Q,) (* = 1, 2, и). (22)
У=1

п

Так как функция fx неотрицательна, то сумма 2 V-Pk имеет смысл, и в си-

k=1

лу (22)
п п т

2 vpk = 2 2 р ^ Qj)
h= i h=l [j=l

по тем же самым причинам справедливо равенство

т т

2 v-Q) = 2
j=1 /= 1

2 Iх (Qj ^ рк)
k—1

Если заметить, что ввиду неотрицательности функции р возможна переста¬

новка порядка суммирования в выражении 2 2 ^ ^ Qfi
k—\ u=i

п т

венство 2 V-Pk — 2 PQj будет доказано.

k—\ у=1
Таким образом, полагая для произвольного

то ра-

\х’А = 2 vPh,
*=1

(23)

где полуоткрытые прямоугольники Ръ Рч, ... » Рп образуют регулярное
представление множества А, мы зададим на 9^v функцию \х'.

Убедимся, что р' обладает требуемыми свойствами. Прежде всего

докажем, что р' D р.

Если множество A g т. е. если А является полуоткрытым
прямоугольником, то мы получим регулярное представление этого множества,
если примем в (19) п— 1, Р1 = А. Согласно определению (23), получим тогда

ц'А = рА а это и означает, что р' служит распространением функции р, т. е.

что р' Dp.
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Проверим аддитивность функции Пусть Аъ Аъ ..., Ат — конечное

семейство попарно не пересекающихся множеств из кольца 9V. Обозначим

U As.
5=1 П\ П2

Предположим сначала, что г = 2. Пусть Ал — U Р\ и А* = U Р\—
ft=i k=i

R

регулярные представления множеств Аг и А2. Обозначим

( Pl (k=l, 2 Л1),
Оь = | (24)

| Р\_Пх (^ = wi + 2, ...
, + /г2).

Прямоугольники Qk{k— 1, 2, + п2) попарно не пересекаются. Дей¬
ствительно, если k, k! = 1, 2, ... , ^1 + ^2 (k Ф k') и 1 < ky k' к пх или

«1 + 1 < k, k' < /ii + ^2» то соотношение Q# Q^' = А вытекает из того,

что оба прямоугольника Q^ и входят в регулярное представление
одного и того же множества Ах или А2. Если же 1 < k < пь а пх -f- 1 < k' <

< пг + п2% то Qk С Аъ a Qhr с, Л2, и равенство Q^ гл Qk, — А обеспечивается

тем, что множества Ах и А2 не имеют общих элементов. Так как

л, + л2 «1 nt + n2 Пх Ло

и Qk = и Qk w и Qk = U p\v U р\ = A, W А2 - Л,
fc=l fe=l fe^ + 1 *=1 fe=l

то из сказанного следует, что прямоугольники (24) образуют регулярное
представление множества А. В соответствии с определением функции fx'
можем написать тогда

+ пх пх+п2 «I п2

[х'А — 2 v-Qk — 2 — 2 =+ (а^2*
^=1 /1=1 h^^i &=i k—i

Случай г > 2 исчерпывается по индукции, которая возможна благодаря

тому, что система 9V представляет собой кольцо.
Лемма доказана.
Замечание 1. Неотрицательность функции (х была использована в

доказательстве леммы только для того, чтобы гарантировать существование

сумм вида (23) и обеспечить возможность изменения порядка суммирования
при проверке независимости указанных сумм от выбора того или иного

регулярного представления множества А. Этой же цели, очевидно, можно

достичь, если вместо неотрицательности предположить конечность функции (х.
Замечание 2. Результат леммы и замечание 1 ’сохраняют силу и в

более общем случае, когда место системы °pv занимает система (см.
замечание из гл. I п. 1.1).

Разумеется, кольцо 9V должно быть заменено в этом случае кольцом

*ь.
Замечание 3. Еще более общее предложение получится, если в

формулировке леммы вместо системы °pv рассмотреть произвольное полукольцо

^ (гл. I, п. 1.2), роль кольца 9V будет при этом играть кольцо 9?,
порожденное полукольцом ^ (см. замечание 2 к теореме 1 (1.1)).

Следствие. Неотрицательная аддитивная функция jx, определенная на

системе cpv (v = 1, 2, ... ), обладает свойствами, указанными в теореме
2 (2.1), т. е.

1) {х — монотонна;

2) если Рь Р2 — произвольные прямоугольники, такие, что
объединение Рх w Р2 — также прямоугольник, то в случае, когда хотя бы одно из

чисел (хРх или {хРг конечно, справедливо равенство
fx (Рх о Р2) = jxPi + [хР2 — jx (Рх ^ Р2);

3) (х
— полуаддитивна.
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Результаты следствия справедливы, очевидно, и по отношению к

функции, заданной на системе или, более общо, на произвольном полу¬

кольце ср.

Определение. Заданная на системе ® подмножеств

множества R'(v = 1, 2, ... ) счетно-аддитивная неотрицательная

функция р. называется мерой, если она обладает свойством
а-нонечности,

*
которое заключается в следующем.

Каково бы ни было множество 2:6®> существует счетное

семейство- {2^} (16®) множеств из системы (£, такое, что

Ясно, что конечность функции р обеспечивает ее

о-конечность; чтобы удовлетворить соотношениям (25), достаточно

принять за Е произвольное счетное множество и положить

Заметим еще, что в (25) в качестве семейства (£6®)
всегда можно рассматривать последовательность множеств, т. е.

считать, что S — это множество всех натуральных чисел.
Обоснование этого обстоятельства может быть осуществлено по той
же схеме, что и в гл. I, п. 1.4 (см. замечание к определению 1

a-множества), в связи с чем мы его не приводим.
Наконец, если система®— кольцо (или хотя бы полукольцо),

то требование (25) можно заменить несколько более простым:

Действительно, если удалось указать семейство {£?}(|6®)
множеств из системы (£, удовлетворяющее условиям (25), то,
заменив множества Е^ пересечениями Е г\Е^ (16 ®)> которые
также принадлежат (£, мы получим семейство, для которого
выполнено (26).

В качестве примера меры укажем пока только на

дискретное распределение массы с неотрицательными конечными

нагрузками (см. п. 2.1). Неотрицательность и счетная

аддитивность этой функции уже отмечались, о-конечность проверяется
тоже достаточно просто: если множество Е конечно, то

рассматриваемая функция р также будет конечной, и, стало быть,
з-конечной; если же В бесконечно, то, считая для простоты,
что число 0 6®. примем //= {0} w S и

так как = р. <+ °° (^6S), t^o —0 и U Е — R\ то се-
1 1

7)бЯ
мейство {£ ) (vj 6-Я) удовлетворяет условиям (25) при любом Е.

* Понятие с-конечности, определение которого дается ниже, относится
не только к счетно-аддитивным, но и произвольным положительным

функциям множества.

fcUfj; v-E. < + оо (16 s). (25)

E=\JE., ц£е<+оо (S63).
£еЗ

(26)



Существенным добавлением к лемме 1 является следующий результат.
Теорема 4 (2.1). Пусть \ъ

—

мера, заданная на системе всех

полуоткрытых прямоугольников размерности v. Существует единственная

мера <х', заданная на кольце 9V, которая служит распространением
функции [X.

Доказательство. Будучи мерой, функция jx счетно-аддитивна и,

следовательно, конечно-аддитивна. Кроме того, (х неотрицательна, так что

мы находимся в условиях леммы. Это означает, что существует

определенная на 9V единственная аддитивная функция |х' d jx. Докажем, что ц/
обладает и всеми остальными свойствами меры.

Неотрицательность функции fx' уже установлена в лемме. Убедимся в

счетной аддитивности рЛ Пусть (E6S)— не более чем счетное семей¬

ство попарно не пересекающихся множеств из кольца 9^v, объединение
которого А = (J также принадлежит этому кольцу. Каждое из множеств

Sea

Ас (£62) и множество А можно представить в виде объединения конечного

семейства попарно не пересекающихся прямоугольников:

п Ч

А= U Рь А= U Р) («6Е>-
Л=1

'

]=1 J

При этом

=

‘

(27)
Л-1

и, аналогично,

V.'A^^v-P) (662). ■ (28),
1

Если принять Pj — А для и / =/г^ + 1, п^ -j- 2,..., то вместо (28) можно

будет написать

= (6CS), (29)
у = 1 у 6 N

где через N, как обычно, обозначено множество всех натуральных чисел.

Введем еще множество Н= S х N и обозначим через QJJ пересечение

Pk r\ Р) (6=1, 2,..., п)\ т/ = (Б, У)С//, которое так же, как Р^ и pj,
является прямоугольником (гл. I, п. 1.1, предл. 1).

Так как

P,-Pt,,A=P„-,(U л)-р,[и (и/,)]- и

= U Q2 (А=1, 2,..., п)
Г|6 Н

U'Qk^Qk,==А (£=1, 2,..., л; /j, ч\г£Н\ то ввиду счетной аддитив¬

ности фуНКЦИИ [X

Л = (А=1, 2,..., я),
т1бЯ

так что в силу (27)
л

Из соотношения

р)=р)^А=р)г,\1 pk= и qi (ч = (с, у)е//)у у J
k=i fe-l

*
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получаем с помощью (29)

^A=S^)=S ((^s)
У6N у 6N \ft=1 )

И

^'^=s(sfs (з *■<$)=*'*Ses Еез \/eN \fe=l // k=l \y\sH }
Изменение порядка суммирования, производившееся выше, допустимо ввиду
неотрицательности функции (л.

Осталось убедиться в а-конечности функции р/. Рассмотрим
произвольное множество Его можно представить в виде объединения конеч-

п

ного семейства прямоугольников: A — U Pk- Так как функция jx, будучи
h= 1

мерой, с-конечна, то для каждого k (&=1,2,п) можно указать

последовательность (ЯуJjt»! прямоугольников, такую, что

оо

PaCU/Ъ jiP?<+oo (/=1,2,...), (Л=1,..., Я).
7=1

Поскольку
п п / оо \

A=\jpkc:\j UP?]; |i'P? = |iP?< + oo (A=l, 2,..., я; У = 1, 2,...),
ft=l k = l \y=l J) J J

семейство (/=1, 2,...; & = 1, 2,..., я) удовлетворяет всем требова¬
ниям определения а-конечности.

Теорема полностью доказана.

Замечание 1. Так же, как и лемма, теорема справедлива и по

отношению к функциям, заданным на системе ‘ЭД, или, более общо, на

произвольном полукольце.
Замечание 2. Благодаря тому, что меру ц, заданную на полукольце,

можно распространить до меры, заданной на кольце, утверждение теоремы
3 (2.1) (в которой счетно-аддитивная функция предполагается
определенной на кольце) остается справедливым и для меры заданной на полукольце.

Сохраняются также замечание 3 к теореме 3 (2.1) и следствия 1 и 2 к ней.
2.5. Основываясь на доказанных выше фактах, рассмотрим два важных

примера.
Мы будем применять следующие обозначения: еслиР=[а1, fo) X ...

•• • X К, р„), ТО Р= К, jy X [®2> Ы Х...Х К, м> P=(ai> Pi)X(*2. h) х...

• . . X («v, Pv). Легко понять, что Р — замкнутое множество, равное замыка-
сэ

нию полуоткрытого прямоугольника Р, а множество Р открыто и совпадает

с множеством внутренних точек полуоткрытого прямоугольника Р.

Пусть v£N и Д1? Д2,..., Av — семейство не пустых открытых слева

промежутков расширенной числовой прямой. Обозначим через D

произведение Дх X Д2 X • •. X Av и рассмотрим систему (см. гл. I, п. 1.1) всех

таких прямоугольников
р= [«1. Pi) X [“2, Ps) X •.. X к, р„), (30)

ЧТО

ak<h> ak> (£=1» 2,...., v). (31)
Лемма 2. Пусть fj*

— аддитивная неотрицательная и конечная функция,
заданная на системе cP]j). Для того чтобы функция |х была

счетно-аддитивной (т. е. для того чтобы функция jx была мерой), необходимо и

достаточно выполнение следующих двух условий:
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1) для любого прямоугольника Pf

{лР= inf \ъР’\

г&Ъ
о

Р' £>Р

2) для любого прямоугольника Pg^^

{хР= sup fxP".

Р" СР

Доказательство. Необходимость. Предположим, что (х
—

мера. В силу монотонности функции [х (см. следствие к лемме 1,п. 2.4 и

замечание 2 к той же лемме)
[хР" < [хР < {хР',

каковы бы ни были прямоугольники Pf Р', Р", принадлежащие системе

— о

и такие, что Р" СРСР'. Поэтому

sup [хР" <>Р < inf fxP'.

/>■«%

*

р" ар рг& р

Проверим, что inf [хР' < [хР.

Р'еЩ
Р' £ Р

Пусть Р= [alf Pi) X ... X [аv, pv). Так как промежутки Ль Д2, • •
•» AVI

произведением которых 'является множество D, открыты слева, то найдется такое

число $ > О, что [ах — 5, pj.) X ... X Pv) С Z). Рассмотрим убывающую

последовательность прямоугольников {Pn}n=v где Ря=^а1 —р^Х...
[5

\
°°

о

«v
—

тг> М- Ясн°> чт° G1‘p'!=-p и что РпЬР, ^яб%(я—
= 1,2,...).

0-1

Ввиду того, что (х -- конечная мера (см. замечание 2 к теореме 4 (2.1)),
справедливо равенство lim[iPn = [хР. Кроме того, при любом п (/г=1, 2,...)

П-у оо

(хРл > inf (xP'f
Р' D Р

так что и

jxP= lim [хРл > inf fxP'.
Л->0°

Р'^Р

P'e%

Тем самым установлено, что мера р. обладает свойством 1 (см. формулировку
леммы).

При доказательстве того, что (х обладает также свойством 2, можно

считать, что Р Ф Л. В таком случае, рассматривая возрастающую

последовательность прямоугольников где Рц= [<*!> |3[л)) X... X [av, Йга) ),
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а ДО-* $j, №<№+4 (/=1, 2. .... v; n= 1, 2, ...), получим (так же, как
Л-> ОО

и выше) Рп СР(л — 1,2,...) и lim рРп = (хР, откуда следует, что sup jaP"={jP.
П-У со Р7' О Р

Достаточность. Пусть {Р^} (££Е)— не более чем счетное

семейство попарно не пересекающихся прямоугольников, принадлежащих системе

причем множество Р = U Р^ также принадлежит этой системе. Докажем,.
Ее з

что при выполнении условий 1) и 2) леммы 1

(32)
Еез

По замечанию 4 к теореме 3 (2.1)

р.Я > 2 ^
Ьз

Осталось доказать, что |

Iля< 2 кЛ- (33)
ЕбЗ

При этом, очевидно, можно считать, что Р Ф Л.

Возьмем положительное число е и найдем семейство {е^} (££Е)
положительных чисел, такое, что 2 £S = £ (предл. 2, д. 2, п. 5). Воспользуемся

£еЗ
свойством 1) функции fx. В силу этого свойства при любом ££3 существует
прямоугольник так°П, ЧТО

Qe D Pv — цР^ < es. (34)

Теперь воспользуемся свойством 2) и найдем прямоугольник ЭД,, такойу
что

__

Q CP, fxP— (xQ<e. (35)
Множество Q замкнуто и ограничено в пространстве R*, а множества Q^
(£(«Е) открыты в этом пространстве. Кроме того, ввиду очевидных
соотношений

QCQCP, QeDQeDPe (£ С S) (36)

можно написать

<? СР= и А С U Qt.
5eS

' '
$ев «

О

Таким образом, семейство {Q^J (£(«Е) открытых множеств образует

покрытие замкнутого ограниченного множества Q и, стало быть, по теореме Бореля
о покрытии из указанного покрытия можно выделить конечное. Последнее

I I
о

означает, что существует такое конечное множество 0 С 2, что Q С U Qt, и

Ееб

с учетом (36) тем более Q С U Qe. Функция ^ обладает свойством лолуад-
Ее0

дитивности (следствие к лемме 1, п. 2.4). Поэтому

(J.Q < 2
Ее0 . £63
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Принимая во внимание соотношения (34) и (35), получаем отсюда

рР < fxQ + е <2 "Ь е0 “Ь £ ~ 2 2 Ч “Ь £ ~ 2 "1“ 2е, ;

Е е 3 с е 3 Е е 3 £ е 3

что ввиду произвольности е равносильно неравенству (33).
Лемма доказана.

2.6. Пусть D= AX — промежуток расширенной числовой

прямой R и g — вещественная конечная функция, заданная на D.

Через обозначим систему всех полуоткрытых промежутков
[а, (3) (а^р), концы которых входят в D. Равенство

V.P= g(V)-g(z) (/>=[<*, B)e^) (37)

определяет, как видно из п. 2.1, на системе аддитивную
функцию [i. Выясним условия, при которых функция ]д.
является мерой.

Теорема 5 (2.1). Для того чтобы функция \х,

определенная на системе равенством (37), была мерой,
необходимо и достаточно, чтобы функция g была возрастающей
и непрерывной слева.

Доказательство. Необходимость. Пусть [х
—

мера. Так как [х,

в частности, неотрицательная функция, то из (37) сразу же вытекает

монотонность функции g.
Рассмотрим далее произвольную точку х0 промежутка D, не

совпадающую с левым ее. концом. Можно подобрать столь малое положительное

5

число Ь, что будет также х0— h£D. Тем более точки хп = х0
—

~^~^D
(п = 1, 2,.. .)• Следовательно, промежутки Рп ~ [хп, х()) (п = 1, 2,...)

принадлежат системе Учитывая, что П Рп= [-% *о) = Л> в СИЛУ замеча¬
ла

ния 2 к теореме 4 (2.1) получим

о = (ХА = lim 1>.Рп = lim [g (хп) — g (х0)] =g{xo—0) — g (х0),
П-+ оо

откз^да и получаем непрерывность слева функции g в точке х0.
Достаточность. Из условия теоремы немедленно вытекает

положительность и конечность функции (х. Аддитивность ее была установлена в п.

2.1. при изучении примера 3.

Докажем счетную аддитивность функции |х. Рассмотрим сначала случай,
когда промежуток D открыт слева, и убедимся, что при этом соблюдены
требования леммы из п. 2.5 (разумеется, в том предположении, что

удовлетворены условия теоремы).
В самом деле, пусть Д=[а, р). Тогда {хД = g-(P)— g(а).
Ввиду непрерывности функции g в точке а слева имеем

lim g(a — h) = g(a).
h-+ +О

Положим Ah=[a~— hy р), где h>0 столь мало, что Д^^д. Ясно, что

ДА = (а — Л, Р) D Д и (хД/г g (Р) r-g (a — h) —> g (p) — g (a) = (хД. Тогда
h~+ -frO

{хД = lim [хД/j > inf [хД'. Так как обратное неравенство в силу монотонности



функции р. очевидно, то jjlA = inf jjA'. Равенство рЛ = sup jaA" доказывается

i'DA T* С Д
аналогично (при доказательстве, не умаляя общности, можно считать, что

А Ф А).
Рассмотрим теперь случай, когда D — замкнутый слева промежуток.

Пусть число а (может быть, равное (—оо)) — левый конец промежутка
D. Обозначим через D0 промежуток, получающийся из D, удалением точки
а: D0 =D\ {а}. Через (л0 обозначим сужение функции на систему

<3^ (см. д. 1, п. 3):

= (38)

Легко понять, что (х0 порождается сужением функции g на промеж)'ток Do.
Функция |х0 по доказанному счетно-аддитивна.

Докажем справедливость равенства

(39)
Е еН

для любого не более чем счетного семейства (Р^) (с£3) попарно не

пересекающихся промежутков системы объединение которого есть проме¬

жуток Р, также принадлежащий системе Предположим, что

/>=[«. р); Pg=h, h) (?es).
Будем считать (это, очевидно, не уменьшает общности), что ни один из

промежутков Р^ Ф А (£(*£). При этом а < < h Р (6£Е). С другой сто¬

роны, раз а£Р— U Рр, то существует £0(«S, для которого а(?Рр, т. е.

ЕеВ
* 0

«cq <
а < Вместе с предыдущим это дает а =<*$ • Следовательно, Р\Р^=

= 1а> Р)\[а£0> Р^о) = [Р^о* Р)* Поскольку промежутки P^ggS) попарно не

пересекаются, P\Pt = U Л, где через Е0 обозначено множество, полу-
6 6 в0

чающееся из 2 удалением элемента £0- Поскольку = а > а, проме¬

жуток Р\Р^ ^Тем более Р^б^Ь (5б^о)« Ввиду счетной

аддитивности функции получаем отсюда с учетом (38)

(J.(P\/\) = !к, (Р \ Р,а) = 2 V'oF\ = 2
£ е в0 £ е Е0

В силу конечности функции ^ будет, кроме того (см. п. 2.1), \х (Р\Р^ ) =
= {хР— Подстановка этого в последнее равенство и приводит к (39).

Будучи конечной, функция {х a-конечна (п. 2.4) и, следовательно,
является мерой. Теорема полностью доказана.

Замечание. Пусть функция g удовлетворяет условиям теоремы.
Применяя к мере [х, определяемой формулой (37), теорему 4, построим
меру fj/, заданную на кольце 9^ (см. замечание 2 к теореме 1(1.1) и

замечание 1 к теореме 4(2.1)).

В дальнейшем (п. 3.8) мы увидим, что построенные таким

образом меры приводят к важному классу мер —так
называемым мерам Стилтьеса.

2.7. Лемма (см. п. 2.5) позволяет также доказать счетную
аддитивность функции [*, рассмотренной в примере 4 из п. 2.1.

Напомним, что эта функция была определена на системе ^5'
всех полуоткрытых прямоугольников размерности v равенством

^Р= (Рх - a,) ({i2 - а,) ... (ру - а ), (40)
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где

Р— К, Pi) X К. Рг) X ... X [<*„, Pv) (<*k < Pfc); k = l, 2, ... , v.

Теорема 6(2.1). Функция jj-, определенная на системе ср-'
равенством (40), является мерой.

Доказательство. Неотрицательность и конечность функции [л
очевидны. Поэтому нуждается в доказательстве только ее счетная аддитивность.

Как и в предыдущей теореме, воспользуемся леммой из п. 2.5.

Для этого прежде всего заметим, что систему Spv можно рассматривать

как частный случай системы если под D понимать множество

Ау; = (— оо, + оо) X (— оо, + оо) X • • . X (— оо, -j- оо). Далее, функция jj.

аддитивна (теорема 1 (2.1)), стало быть нуждаются в проверке лишь условия

1) и 2) леммы. Проверка эта осуществляется по той же схеме, что и в

доказательстве теоремы 5 (2.1), поэтому, чтобы не повторяться, мы подробно
разберем только условие 1).

Мы должны доказать, что если Р= [аъ Pi) X ... X [«v, pv), то

\хР= inf [jPf. (41)
P'OP,

Р'еф

Положим Qh — [a2 — /г, pA) X ... X [a,
— h, 3V) (h £ [0, -j- °°))- Очевидно,

О

P CQ/2 при /г > 0. Функция ср, заданная на промежутке [0, + оо) равенством
со (h) = [iQh, очевидно, непрерывна. Поэтому lim ^.Qh = ^Pi и, следовательно,

/г-> о

]хР— lim \bQh > inf \хР\
Й-°

Р'ОР

P’ecpv

Обратное неравенство очевидно, и равенство (41) доказано. Теорема
доказана.

Замечание. Распространяя в соответствии с теоремой 4

функцию [х на кольцо 91\ мы образуем меру ц', заданную на

этом кольце. Меру (V при v = 2 называют «площадью», а в

случае v > 3 для обозначения меры ц' используется термин «объем».

§ 3. Лебеговское расширение меры. Мера Лебега jlxv

Хотя областью задания меры может быть, строго говоря,
любая система множеств, определение меры начинает

действовать в полную силу только тогда, когда в качестве области

задания фигурирует a-кольцо. Между тем из рассмотренных
выше примеров только в одном, наименее интересном, случае
это требование было удовлетворено. Трудности задания мер
на a-кольцах объясняются тем, что структура конкретных

a-колец, вообще говоря, настолько сложна (см., например,
сказанное по этому поводу в гл. I, п. 1.7), что обычно не

удается высказать каких-либо простых признаков
принадлежности произвольного множества рассматриваемому о-кольцу.
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Положение, однако, не столь безнадежно, как может

показаться на первый взгляд. Как оказывается, всякую меру,

заданную на кольце, можно распространить и, что очень важно,

единственным образом на некоторое о-кольцо так, что

построенная при этом функция множества по-прежнему будет мерой.
В частности, упомянутое распространение возможно для мер,

описанных в теоремах 5(2.1) и 6(2.1) (см. замечания к этим

теоремам).
Описание процесса распространения меры с кольца на

a-кольцо и составляет содержание настоящего параграфа.
На протяжении этого параграфа мы будем считать

заданными кольцо 91 подмножеств множества R4 (v=l, 2, ...) (см.
гл. I, п. 1.3) и меру |а, определенную на 91.

3.1. Предположим на время, что задача распространения меры и.

решена, т. е. предположим, что построено о-кольцо 91D 9? (1.1.6) и на нем

определена мера-p. D [а. Обозначим через 6 a-систему, порожденную кольцом 91

(гл. I, п. 1.4). Каждое a-множество S (т. е. множество, входящее в состав

системы 0) по самому определению представимо в виде объединения
счетного семейства множеств из кольца 9^: 5 = |J А^ (/Ц£9^, ££Е). Поскольку

Еез

множества Ag (£63) принадлежат также и системе 91, которая, будучи
a-кольцом, замкнута относительно образования объединений счетных семейств

множеств, то £(« 9v. Следовательно, 0c9v.
Пусть S’— произвольное a-множество. Рассмотрим какое-нибудь его

монотонное представление:

со

S== U Ап (Ai С Л2 С .. СЛлС Ап £ 91, п = 1, 2, .,..). (1)
/2=1

На основании замечания 3 к теореме 3 (2.1) будем иметь

yS = lim 1лАп= lim \ьАп. (2)
/г-v оо /2-voo

Это соотношение открывает путь для определения значений меры на а-мно-
жеетвах: дело в том, что правую часть равенства (2) — предел lim \^Ап,

/2-V оо

существование которого вытекает из монотонности функции [л.,
— мы можем

подсчитать, даже и не предполагая существования искомой меры ja, и по

определению принять его за \xS. Здесь, однако, возникает следующее
затруднение. Формально lim \*.Ап зависит не только от множества S, но и от его

П -*■ оо

монотонного представления (1). Если бы при выборе, вместо (1), другого
монотонного представления множества 5

5= U А'я (a[gA'2c...; ^€91; п= 1,2,...)
п—1

мы получили, что lim цАп Ф lim \хАп, то эго означало бы, что данную меру
п -V ОО п -* оо

[л нельзя распространить с сохранением свойства быть мерой ни на какое

g-кольцо, содержащее данное кольцо 9^. В действительности указанного
препятствия не существует, как следует из приведенного ниже предложения.

Предложение 1. Пусть S — d-множество, имеющее монотонное

представление (1). Если S1 — также a-множество, содержащееся в S, то, каково
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бы ни было его монотонное представление: 51== U Ап> справедливо нера-
/1=1

венство

lim рЛ* < lim \}.Ап. (3)
п-+ ОО Л-*ео

Доказательство. Для любого k = 1, 2,... будет Л^С^СЗ^

= U Ап. Поэтому на основании следствия 1 к теореме 3 (2.1) [можно напи-

л=1

сать [лЛ£< Пт [лЛЛ (& = 1, 2,...), что после перехода к пределу при k оо

/!-»■«»

приводит к (3).
В частности, если в предложении 1 принять S1 — S, то монотонные

представления множества S — Sb участвующие в формулировке предложения,
становятся полностью равноправными, и мы можем написать неравенство,

противоположное неравенству (3), т. е. получаем следующее утверждение.
оо оо

Предложение 2. Если S = U Ап и S= U Л
*
—

произвольные мо-
/2=1 /2=1

нотонные представлёния множества S£0, то lim у,Ап = lim (лЛ^.
/2-> ОО П-УОО

Таким образом, lim \iAn определяется только множеством 5 и не зави-
/гч-оо

сит от выбора монотонного представления этого множества.

Положим для каждого ^0

lim \iAn (s= (J An\ Л1СЛ2с:... СЛЯС...; Ап£ 91, п= 1, 2, ... ].
л—

\ / (4)
В силу только что сказанного, этим равенством на системе 0 задана

функция |л. О свойствах этой функции речь пойдет в следующих предложениях.
Предложение 3. Если а-множество 5 входит в данное кольцо 9^,

то (xS = {juS, т. е. функция [л служит распространением исходной меры р.
Доказательство. В качестве монотонного представления

множества 5 возьмем последовательность {Лл}~=1 (Лл = 5, п — 1, 2,...).

Перейдем к вопросу о счетной аддитивности функции (л. Рассмотрим
a-множество S и предположим, что счетное семейство {^е} (££3) попарно
не пересекающихся множеств Л^9^ (£623) образует дизъюнктное

представление множества S (см. гл. I, п. 1.4).
Предложение 4. Справедливо равенство

^5= 2 vA- (5)
Ses

Доказательство. Здесь, как и в подобных случаях, встречавшихся
выше, можно считать, что множество индексов Е совпадает с множеством N

~ п

всех натуральных чисел. Введем множества Ап— |J Л^ (п = 1, 2,...). Эти мно-

e=i

жества входят в кольцо 91 (гл. I, п. 1.3), образуют возрастающую

последовательность и и Ап= и Л^=5. Иными словами, последовательность
л=1 е=1

ML дает монотонное представление множества Поэтому в силу

определения (4) (л£= lim (лЛ^. Но ввиду аддитивности функции [л будет цАп =
П-+ ОО
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п ^ ^ п оо

^ (л = Ь 2, ...), так что (xS = lim [iAn = lim J\ \iA^ = У }хЛс. По-
e=i

п^°°

скольку последний ряд положителен, его сумма совпадает с 2 Mg (Д- 2, п. 4»
£еЗ

замечание 1 к предл. 1).
Из предложения 4 вытекает следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 5. Функция [х, задаваемая на а-системе 6
равенством (4),

— счетно-аддитивна.

Доказательство. Рассмотрим не более чем счетное семейство

{б^} (££2) попарно не пересекающихся a-множеств. Каждое из

представим в виде объединения последовательности {Л^}°° ^
(£6^)

попарно не пересекающихся множеств из кольца 9^: S^== у А^п.
/2=1

Ясно, что семейство ((6, п)(* 2 X N) счетно и образует дизъюнкт¬

ное представление множества S=\J S^. Поэтому на основании

предложена

ния 4 [х£ = 2 Ml Но, используя результат из д. 2, п. 4, предл. 6,
(6, п) еЗ XN

получим 2 Мя — 2j ( 2 М>Л > и> е1Де Раз применяя предложе-
(6, «)eBXN £еЗ \/2eN )

ние 4, будем иметь 2 М« — Следовательно, справедливо равенство
/2 6 N

*

\jlS = 2 f^» которое и означает счетную аддитивность функции (х.
Е 6 3 ~

Хотя функция [х счетно-аддитивна и, как вытекает из определения,
неотрицательна, к ней нельзя применить теорему 2 (2.1), так как, вообще говоря,

область задания функции jx — а-система 6 —не является кольцом. Тем не

менее функция {х обладает всеми свойствами, о которых упоминается в ука¬
занной теореме.

Предложение 6. Функция [х монотонна.
Доказательство. Это утверждение является непосредственным

следствием предложения 1.

Предложение 7. Каковы бы ни были a-множества Si и S2, если

хотя бы одно из чисел \jS1 или [xS2 конечно, имеет место равенство

[X (Sx w S2) — (хб*! + [>S2 — (х. (S± гл S2). (б)
оо

Доказательство. Рассмотрим монотонные представления S1== U А\
/2=1

оо

и S2 = U А2п. Последовательности [А\^> А2п)п= 1
И 0бра‘

зуют тогда монотонные представления о-множеств S1^jS2 и, соответственно^

S1r^S2 (гл. I, п. 1.4, предл. 3 и 2). Но пункт 2) теоремы 2(2.1) дает

Iх{а\ W 4) = ^+ у.А2п - JX (А\ г, А2п) («=1,2,...).

Учитывая сказанное выше, получаем отсюда равенство (6) с помощью
предельного перехода при л —» оо.

'
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Из (6) можно было бы вывести свойство полуаддитивности функции jx
(см. п. 3) теоремы 2(2.1). Однако мы сразу докажем счетную полуаддитив-
ность, из которой полуаддитивность вытекает очевидным образом.

Предл ожение 8. Функция счетно-полуаддитивна, т. е. каковы

бы ни были а-множество 5 и не более чем счетное семейство {б^} (£6е)

о-множеств, включение 5 С (J влечет неравенство [xS
EeS £ €3

Доказательство. Пусть, как и при доказательстве предложения 5,

последовательности {^} образуют дизъюнктные представления множеств

(£ g Е): —

(J А^п. Одновременно с этим рассмотрим монотонное пред-

/zeN
оо

ставление множества S: S — \J Л/г. Поскольку
k=i

Л*С5С U ■=* и а\ (А=1, 2, ...),
ЕеЗ (£, л) 63 х N

то ввиду счетной полуаддитивности функции (х будет

м* < 2 ^= 2 (2 Ml) = 2
(Е, /z)eBxN Ee3\/ieN I £e3

При k ->■ оо приходим к требуемому неравенству.

Функция (х так же, как и [х, представляет собой меру. Для этого
достаточно установить следующее:

Предложение 9. Функция jx — a-конечна (см. гл. I, п. 2.4).
Доказательство. Пусть S — произвольное о-множество. Это

означает, что существует такое счетное семейство {/Ц} (£(<Е) множеств из

кольца 91, что S= (J Ввиду того, что {х —мера и, стало быть, о-кокечная

Е е з

функция, для каждого множества А^ (?(:Е) можно подобрать (см. гл. 1, п. 2.4)

такую последовательность множеств из кольца 91, что

и 4- !*4< + ~ («=1. 2,...; I6S).
/2=1

Семейство {A((6, n)gSX N) —- счетное. Множества А\ входят в кольцо 91

и, тем более, в систему 6; очевидно, кроме того, SC U All. Остает-
(S, л) 63XN

ся заметить, что в силу предложения 3 = Ml < + °° ((£, A2)6SXN).
3.2. В предыдущем пункте данная мера (х была распространена на а-си-

стему 0, порожденную данным кольцом 9?. Так как наша цель состоит
в распространении меры (х на a-кольцо, а система 0 таковой, вообще

говоря, не является, то процесс распространения на этом не заканчивается*

Ниже мы построим распространение меры jx, а тем самым и исходной

меры fx на весьма обширную систему множеств, которая во многих важных

случаях состоит просто из всех подмножеств множества Эта система

всегда будет с-кольцом, но беда в том, что образованное распространение

функции {х уже не будет, как правило, мерой — при распространении
утрачивается свойство счетной и даже конечной аддитивности. Однако,
несколько сузив область определения, мы сможем восстановить это свойство.
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Пусть Е—произвольное подмножество множества Rv. Обозначим через
систему всех c-множеств, содержащих Е. Иными словами 0^ = {5^G:5D£}.
Не исключено, что <ВЕ — А. Например, если все множества, входящие в

кольцо 9v, содержатся в некотором данном множестве А0 Ф Rv, то этим же

свойством, понятно, будет обладать и каждое a-множество. Следовательно, если

ЕО Ао и Е Ф А0, то в рассматриваемом случае <3Е = А.

Однако, каково бы ни было кольцо 91, всегда можно указать
множество £, для которого система &ЕФ А. Этим свойством, очевидно, будет
обладать любое. a-множество и, в частности, любое множество из кольца 91-

Отметим еще, что если само множество Rv входит в систему 0 (так
будет, например, в случае, когда 9^ — кольцо, порожденное системой ^
всех полуоткрытых прямоугольников (гл. I, п. 1.3)), то 0£. Ф А для любого

множества Е c:Rv.
Через 91* обозначим систему, состоящую из таких подмножеств Е

множества /?v> для которых (£>ЕФА. Как только что было указано, 91* D 0.

Вновь образованная система 9S* обладает свойством наследственности:
если какое-либо множество ££9^*, а другое множество еоЕ, то и #£91*.

Это утверждение, впрочем, и непосредственно очевидное, вытекает из
того замечания, что соотношение е с: Е влечет включение 0^D &Е.

Предложение 1. Система 9^* является а-кольцом.

Доказательство. Первое условие определения (гл. I, п. 1.6)
обеспечено включением 0 с 91*. Проверим второе условие. Пусть {^) (££3) —
не более чем счетное семейство множеств, входящих в состав системы 9\*.
По определению это означает, что SE Ф А (£(<3), т. е. для каждого g£3
можно указать a-множество S^o Е^ Согласно предложению 1 из гл. I, п. 1.4,

объединение S = U S% представляет собой также a-множество, причем,
Е е Е

очевидно, So U а наличие-подобного рода соотношения как раз и слу-
£ е з

жит признаком того, что множество, в данном случае (J Е£, принадлежит
ЕеЗ

системе 9\*. Наконец, третье условие определения a-кольца для системы
9}* выполнено ввиду свойства наследственности, которым она обладает:
если множества Еъ т0> поскольку разность Е±\Е2с:Еь можно

утверждать, что она входит в состав 91*.
Определение 1. Рассмотрим функцию р.*, заданную на системе 9\*

следующим образом:

р.*£ = inf fJuS (£g 9**). (7)
Se<BE

Эта функция называется внешней мерой (порожденной данной мерой р.).

Легко понять, что р.* представляет собой распространение меры р, и, тем

самым, распространение исходной меры р-. Действительно, если Е —

a-множество, то, очевидно, Е £ &Е. Следовательно, р.*£ = inf p.S < [лЕ. С другой

seeE
стороны, каждое множество Sg0£ содержит Е, значит ввиду монотонности

меры р, (см. п. 3.1, предл. 6) должно быть р.£ < p.S(Sg0£.), что приводит

к неравенству рЕ < р.*£.
Свойства внешней меры р,* содержатся в следующей теореме.
Теорема 1 (3.1). Внешняя мера р-* представляет собой

неотрицательную монотонную счетно-полуаддитивную а-конечную функцию.
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Доказательство. Неотрицательность jx* ясна из определения.

Пусть, далее, множества Еъ Е2 б 9?*, причем Ёг с Как было указано
выше, последнее соотношение влечет включение 0^'Ь 0£у так что

inf [aS < inf pS, т. e. < ^*£2-
Se0Et SS6£a

Рассмотрим теперь не более чем счетное семейство {£^} (£(*2)
множеств из системы 9S*. Предположим, что множество Е с (J Е^. Поскольку

ЕеЗ
система 9^*— a-кольцо, объединение у £^(<91*, а тогда, учитывая свойство

Ее 3
наследственности системы 9^*, можно утверждать, что и Е(* 91*. При
доказательстве неравенства [х*£ < ^ р*Е£ мы можем ограничиться рассмотре-

Еез
нием лишь того случая, когда ^ < + °°-* ^Ри этом условии будет,

ЕеЗ
разумеется, и < -f-oo (££3).

Возьмем произвольное вещественное число в > 0 и подберем такое не

более чем счетное семейство {е^} (£(*3) положительных чисел, чтобы было

2 ££ = е (д. 2, п. 5). В соответствии с (7) для каждого ££S можно будет
Еез
найти тогда такое a-множество S^, что

р Е^\ fx^ [а*Е^ -f~ е^. (8)

Объединение S— [J
— a-множество, содержащее, очевидно, множество Е>

ЕеЗ
т. е. S (< 0£«. Поэтому р*Е < y.*S. Но ввиду счетной полуаддитивности меры

[х (п. 3.1, предл. 8) < 2 Следовательно, принимая во внимание не-

Еез

равенство (8), а также учитывая" выбор семейства (e^J (£(<3), получим

[).*Е < V [i*E^ + е, что ввиду произвольности s равносильно доказываемому

ЕеЗ

неравенству.
Что касается а-конечности функции (х*, то она почти очевидным

образом вытекает из а-конечности функции [х (п. 3.1, предл. 9). В самом деле,

если множество ££9^*, то, стало быть, существует a-множество S р Е.

Вследствие а-конечности меры (х найдется счетное семейство {^} (£GS)
a-множеств, такое, что

Е с U sv < + 00 € s)-
Еез

3.3. Как уже было сказано, внешняя мера (х* в общем случае не может

быть принята в качестве решения сформулированной в начале параграфа
задачи, поскольку, вообще говоря, она не обладает свойством счетной и

даже конечной аддитивности. Причиной последнего обстоятельства является

то, что область определения функции (х* — система 91* — слишком обширна.
(В п. 3.5 будет дано более точное объяснение этого факта.) Удается, однако,
так сузить область определения, сохранив за ней свойство быть а-кольцом,
что на этой «урезанной» системе счетная аддитивность восстанавливается.

Оказывается, что в качестве критерия
— оставить данное множество из 91*

в суженной системе или нет — можно принять характер приближения
рассматриваемого множества с помощью a-множеств. Дадим точное определение.

* Вследствие неотрицательности функции сумма 2 всегда су-

ЕеЗ

ществует.
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Определение 1. Множество Е£9^* назовем измеримым

(относительно внешней меры р.*), если для любого вещественного числа е > О
существует такое o-множество т. е. S(*&E, что {л*(£\£)<е.

Систему всех измеримых множеств обозначим через 91. Понятно, что

9* С 9**.
Если Е — о-множество, то, принимая S — E, получим [л* (S\E) = р*А~

=.>. (лА = (лА = 0. Таким образом, каждое о-множество измеримо, т. е. 6сХ
Кроме о-множеств, имеются, вообще говоря, и другие измеримые

множества.

Определение 2. Будем говорить, что множество е(*91* является

множеством меры нуль, если ц*е — 0. Систему всех множеств меры нуль
обозначим через 91.

Предложение 1. 91 есть о-кольцо, обладающее свойством
наследственности (п. 3.2).

Доказательство. Если и множество ег С е, то ех £91* и по

монотонности внешней меры 0 < \ь*е1 < \ь*е = 0, т. е. {л*£х = 0. Понятно, что

пустое множество есть множество меры нуль. Если, далее, имеется не более

чем счетное семейство } (?6s) множеств меры нуль и е— (J то вслед-

£es

ствие счетной полуаддитивности функции [л* будет 0 < р*е < ^
Еез

Таким образом, е£ 91. Наконец, то, что разность двух множеств меры нуль
является множеством меры нуль, обусловлено свойством наследственности

системы 91.

Предложение 2. Каждое множество е меры нуль измеримо, т. е.

91091.
Доказательство. В самом деле, по определению внешней меры,

0 = (л*£ = inf [J.S. Следовательно, взяв число е > 0, можно подобрать мно-

Se<3e
жество S£&e так, что < е. Но разность S\ec:S, стало быть, ввиду

монотонности функции [л* будет [л* (S\e) < ti*S — \iS < е, а это и означает

измеримость множества е.

Предложение 3. Предположим, что 91 — это кольцо 9^v и

|л—функция, введенная в замечании к теореме б (2.1). Тогда для того чтобы

множество е С /?v было множеством меры нуль, необходимо и достаточно, чтобы

для любого числа е>0 можно было указать такое счетное семейство {/^}
(££Е) полуоткрытых прямоугольников размерности v, что е С |J Р^ и

ЕеЗ

V ^ < е.

5 €3

Доказательство. Если е£91, то по числу е > 0 можно подобрать

а-множество So е такое, что [iS < е. Но в рассматриваемом случае

каждое о-множество, в том числе и S, допускает представление в виде

объединения счетного семейства попарно не пересекающихся полуоткрытых

прямоугольников (гл. I, п. 1.5). Пусть {Р^} (5£Е) — указанное семейство,

участвующее в представлении множества S:S= \J Р^ Согласно предложению 3

ЕеЗ

из п. 3.1 (ведь /^£9^ при каждом ££Е!) можем написать ^£ = 2^. Сле-

ЕеЗ
довательно, последняя сумма не превосходит е. Достаточность условия
проверяется еще проще. Воспользовавшись счетной полуаддитивностью
внешней меры, получим = а это ввиду произвольности

ЕеЗ £ е 3

е ВОЗМОЖНО ТОЛЬКО, когда (Л*£ = 0.
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Замечание. Под сформулированный выше признак подходит любое

не более чем счетное множество £C/?V.

Доказательство. Рассмотрим множество {*}, состоящее из одной
точки x = ... , *v). Ясно, что {х} С [хъ *i + &) X ... X [*v, *v + o)f
каково бы ни было положительное число 5, и потому Теперь
заметим, что любое не более чем счетное множество е представимо в виде
объединения не более чем счетного семейства одноэлементных множеств:
е= (J {j^j. Воспользуемся счетной полуаддитивностыо внешней меры р.*

EeS

{теорема 1 (3.1)):

\±*е < 2 М = О*

Ееа

Замечание доказано.
Не следует думать, что в рассматриваемом случае других множеств

меры нуль, кроме счетных или конечных, нет. Предоставляем читателю

построить пример несчетного (д. 1, п. 7) бесконечного множества меры

нуль (см. § 4).
Возвращаясь к общему случаю, сформулируем важную для дальнейшего

теорему, содержащую информацию о структуре произвольного измеримого
множества.

Теорема 2(3.1). Пусть Е— измеримое множество. Существует

убывающая последовательность {5Л}~=1 а-множеств и мноэюество е меры

оо

нуль у такие, что р| Sn — E\je, Ег\е — А, т. е.

п=1

Д5„)\е.
Если при этом \*.*Е < + оо, то последовательность {<£,*}можно выб¬

рать так, что \^Sn < + оо (/2 = 1, 2, ... ).
Доказательство. Беря в определении измеримого множества в ка-

1
1 1

честве е последовательно числа 1, -у,
...

, , ...? найдем

последовательность таких a-множеств, что

(x*(S°\£)<4- («= I. 2,...). (8а)

П
П

Положим, далее, Sn — pj Sk (п= 1, 2, ... ). Каждое Sn — a-множество (см.
i

гл. I, п. 1.4, предл. 2). Понятно, что Sn D Е (п — 1, 2, ...), а так как

Sn\E c,S°n\E) то ввиду монотонности внешней меры \i*(Sn\E)<

< (i* (я = 1, 2, ... ). Таким образом, последовательность

{^л}Г=1 удовлетворяет условиям, аналогичным условиям (8а). Кроме того,

она, очевидно, убывающая.
оо

Введем множество е — п п\Е). Поскольку е СSn\E {п = 1, 2, ...)
п=1

и Sn\E£9l*, то е£91*. При этом у.*е < fi* (Sn\E) <
— (п= 1, 2, ... ),

что возможно лишь в случае, когда р*е = 0, т. е. когда
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Заметив, что пересечение е= р| (Sn\E) можно записать в виде раз-

п=1
оо \

П Sn \Е, получим отсюда искомое представление множества
п=1 )

Предположим теперь дополнительно, что \l*E < + оо. Так как Sn =
= Ey^>(Sn\E), то вследствие полуаддитивности внешней меры <

<fx^ + ^(^\£)<fx*£+-i-< + oo (л = 1, 2, ...).

Замечание. Пусть (в условиях теоремы) дано a-множество «S0D Е;
тогда последовательность {£л}~=1 и множество е можно выбрать так, что

Snc:S0 (п~ 1, 2, ... )» бСб'о. Чтобы убедиться в справедливости этого

утверждения, достаточно в доказательстве теоремы заменить
множества Sn пересечениями Snr\S0 (я = 1, 2, ...). Как легко понять, они

обладают всеми теми же свойствами, что и Sn, и, сверх того, содержатся
в S0. Поскольку при такой замене роль множества е будет играть
пересечение е гл So, утверждение относительно е также становится очевидным.

Заметим, что в качестве So может, конечно, выступать и множество из

исходного кольца 93.

3.4. Теорема 3 (3.1). Система 93 всех измеримых множеств представ-
ляет собой ъ-колъцо.

Доказательство. Первое условие из определения a-кольца (см. гл.

I, п. 1.6), очевидно, выполнено потому, что 91 с 93, а 93, будучи кольцом,
включает пустое множество.

Нетрудно убедиться и в наличии второго условия — замкнутости
системы 91 относительно операции объединения не более чем счетных семейств
множеств. Пусть {£^} (gfE) — не более чем счетное семейство измеримых

множеств. Положим Е= (J Е^. Возьмем произвольное число е > 0 и найдем
Еез

семейство {е^} (£(<Е) положительных чисел, сумма которого равна е (д. 2,
п. 5). Поскольку каждое множество В^ (£6S) измеримо, можно подобрать
такие a-множества S^, что

S^oE,, (£€=)• (9>

Объединение S == (J — это о-множество (гл. I, п. 1.4, предл. 1), соде.ржа-
ЕеЕ

щее множество Е. Но, как легко проверить, S\£ с (J (^\^)» так что>

£ е Е

учитывая счетную полуаддитивность внешней меры (теорема 1 (3.1)), будем
иметь на основании (9)

(X* (S\£)< 2 Р* < 2 ££ =£-
ЕеЗ Е 6 S

Тем самым установлена измеримость множества Е.
Сложнее проверяется третье условие, касающееся разности.
Рассмотрим измеримые множества Е1 и Ё2. Докажем, что разность Е2\Е%

также представляет собой измеримое множество. Доказательство разобьем
на несколько этапов.

1) Предположим сначала, что E1 — S1 и £2 = ^2 суть о-множества,
причем ^2 С Si и < -f- оо. Рассмотрим какое-либо монотонное представле-

оо

ние множества S2 (см. гл. I, п. 1.4): 6*2= |J Ап. При любом п (/1=1, 2, ...)
п—1

разность является о-множеством. Действительно, из определения

о-множества (гл. I, п. 1.4) следует, что существует такое счетное семейство
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{^} (£€s) множеств из кольца 91, что Sx = U А\. Но, очевидно, S1\An~
ЕеЗ

= (J ) и разности (£(*2) принадлежат кольцу 91. Отсюда

ЕеЗ
и вытекает справедливость высказанного утверждения.

Итак, S1\An (п= 1, 2, ...)—с-множество. Поскольку AnczS2 (п =

= 1, 2, ...), S1\An, наоборот, содержит разность SiXSV Вместе с тем,

как легко проверить, (^1\Л/г)\(51\52) = S2\An (/2=1,2,...). Но

$2\Ап — также a-множество, поэтому, учитывая свойство субтрактивности

(гл. I, п. 2.1) аддитивной функции (х (п. 3.1, предл. 5), получим

(X* [(SiXiWMSiXS,)] = И* (5*\Л) = JI (S,\An) =

= (j.52 — \хАп (п = 1, 2, ... ).

Согласно определению функции jx, имеем \iAn ► fxS2, так что для до-
П -> ОО

статочно больших п разность \xS2 — рАп будет сколь угодно мала. Таким

образом, оказалось возможным погрузить множество ^Х^г в о-множество

S1\An так, что внешняя мера разности сколь угодно мала. Точнее, каково

бы ни было положительное число е, множество можно погрузить

в некоторое o-множество (S1\An с надлежащим номером п) так, что

внешняя мера разности меньше s. Это и означает измеримость множества Si\«S2.
2) Рассмотрим теперь случай, когда E1 = S1 и E2 = S2— произвольные

a-множества. Согласно предложению 9 из п. 3.1, можно указать такое

счетное семейство (££2) a-множеств, что

S c и 4 < + ~ (« 6 Я).
ЕеЗ

Можно, более того, считать, что $г = U <£*, так как в противном случае
EeS

мы заменим каждое множество пересечением S1r\S^t которое также

является a-множеством (гл. I, п. 1.4, предл. 2). При этом S1 = S1r^ (J ^ =

Е е 3

= U № гл5^), а ввиду монотонности меры jx (п. 3.1, предл. 6)
ЕеЗ

JT <?S\ < +00 (tgS).
Нетрудно видеть, что при сделанном предложении

5i\52= и И\52)= и •

ЕеЗ ЕеЗ

Снова вспоминая предложение 2 из п. 1.4, видим, что пересечение

является с-множеством при любом Оно содержится в множестве «Sj,
и потому для разности ^\(5|гл52) выполнены все предположения

предыдущего пункта, вследствие чего справедливо заключение о ее измеримости.

Но объединение счетного семейства измеримых множеств само измеримо.

Значит,

3) Пусть по-прежнему 5 — с-множество, а £2 = £ — произвольное
измеримое множество, содержащееся в S. В соответствии с теоремой 2

представим Е в виде Е— I П Srt)\£, где — убывающая последователь-
\л=1 /

ба



ность a-множеств, а е — множество меры нуль. Согласно замечанию к

теореме 2, можно считать, что SnczS (п = 1, 2, ...)» еС, S. Запишем разность
в виде (см. д. I, п. 6, предл. 2)

5\ П Sn
/2=1

и (S\sn).
/2 = 1

Множество е, будучи множеством меры нуль, измеримо (п. 3.3, предл. 2);
как показано в пункте 2), измеримы также и множества (п= 1, 2, ...).
Стало быть, разность 5\£ представлена в виде объединения счетного

семейства измеримых множеств, т. е. по доказанному в начале измерима.

4) Рассмотрим, наконец, общий случай, когда и Ех и Е2 — произвольные
измеримые множества. Найдем какие-нибудь a-множества ^DjE^ и S2ZdE2.

(Такие множества существуют, ведь измеримые множества входят в

систему 93*!). Объединение S = Si^jS2 будет о-множеством (гл. I, п. 1.4,
предл. 1), содержащим как Еи так и Е2. Представим разность Ei\E^ в виде

Ei\E2^S\KS\E1)^jE%).
Множество измеримо в силу пункта 3). Но тогда можно утверждать,
что и объединение (S\EX) Е2 измеримо. Снова используя пункт 3),
установим измеримость разности S\[(S\E1)\~j Е2], т. е. измеримость

.множества Е1\Е2.
3.5. Обратимся к изучению свойств внешней меры ^* (точнее, ее

сужения) на a-кольце измеримых множеств 93.

Рассмотрим два не пересекающихся множества из системы 93*. Может

случиться, что как бы ни выбирать объемлющие их a-множества, они будут
сильно налегать друг на друга и внешняя мера их пересечения всегда будет
велика (схема этого явления в очень примитивном виде, разумеется,
изображена на рис. 3). Именно этим обстоятельством и объясняется то, что

внешняя мера не обладает свойством аддитивности.

Лемма. Пусть Ех и Е2 — множества, входящие в состав системы 93*.

Предположим, что \^Elt \ь*Е2 < + 00• Для того чтобы было справедливо
равенство

!х*(£10£2) = 1л*£1 + |л*£2> (10)
необходимо и достаточно, чтобы для любого числа е > 0 существовали

G-множества Sx и S2} такие, что

Si tD Elt S2 Hd E2i p. (S^ S2) ^ s. (11)
До казательство. Достаточность. Положим Е= Е1^у Е2. Так

как [а*£ < {л*/?! + \ъ*Е2 (полуаддитивность внешней меры, теорема 1), то

р.*£<+оо. Поэтому, взяв число е>0, вследствие (7) можно найти такое

a-множество S0OE, что р*Е> [iS0 — s. Подберем далее a-множества Si и S2
так, чтобы выполнялось (11). При этом можно считать, что как Sb так и S2
содержатся в S0. В противном случае мы заменим St пересечением St гл S0
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(/=1, 2). Ясно, что (11) от такой замены не нарушится. Принимая во

внимание предложения 6 и 7 из п. 3.1, можем написать цепочку неравенств

\х*Е^-[x«Sq — £р. (*5>1 *^2) ~— ® == “I- ^^2—(*^i ^2) —

> \iS1 + ^2 — 2е>[х*Е’1 -)- \Ь*Е2 — 2е,

откуда ввиду произвольности е вытекает соотношение [х*£ > \х*£х -f- у**Е2.
Справедливость противоположного неравенства отмечалась выше.

Необходимость. Пусть условие леммы нарушено. Это означает,
что существует такое ео>0, что для любых o-множеств Sx и S2

соотношения SiOEi и S2'oE2 влекут за собой неравенство (х (Sx г\ S2) > s0. Выберем
а-множества Si и S2 так, чтобы было

Si О Еи “jls, < 1x*Ei + -J- (/ = 1, 2).

Тогда

jx* (Ei w E2) < \x (S^ w S2) = "h [xS2 — fx (Si r\ S2) < (x*£j -f- ix*E2,
что противоречит условию (10). Лемма доказана.

Основываясь на лемме, докажем, что на измеримых множествах внешняя

мера fx* обладает свойством счетной аддитивности. Точнее говоря,
справедливо следующее утверждение.

Теорема 4(3.1). Пусть {Z^} (££3) — не более чем счетное семейство

попарно не пересекающихся измеримых множеств и Е— (J ЕТогда
ЕеЗ

р*£ = 2^- (i2)
ЕеЗ

Доказательство. Равенство (12) нуждается в доказательстве лишь

в том случае, когда [х*£.< + оо(££3), что мы и будем предполагать.
Рассмотрим сначала случай, когда множество Е индексов конечно и, более того,

содержит два элемента. Пусть, например, 3={£, y]}. Следуя определению
измеримого множества (п. 3.3), подберем по числу s>0 такие a-множества
и S2y что

S\ э Er, 52 D £,. (** (Si\ Е%) < \, (1* (52\ £ч) < -j-. (13)

Проверим далее соотношение

S1rsS2a(S1\Ei)^(S2\EJiy (14)

Действительно, если элемент x£Sir\S2, то это означает, что х£ Si и х(* S2.
Между тем, поскольку по условию множества Е^ и Е не пересекаются,

х не может принадлежать обоим этим множествам. Стало быть, х входит

в состав по крайней мере одной из разностей S±\E^ или S2\E^ а тогда

он будет элементом и их объединения.
В силу полуаддитивности внешней меры (теорема 1) на основании (13)

и (14) получаем

I (Si гл S2) = (S1 гл S2) <(х* (Si\^) + jx* (S2\En) < г.
.

Таким образом, для множеств Е^ и Е^ удовлетворено условие леммы,

и поэтому [х* (Е% wЕу) =
Возьмем натуральное число п >2 и предположим, что равенство (12)

доказано, если Е —конечное множество, число элементов которого равно п—1.

Докажем утверждение теоремы для случая, когда множество 3 имеет п

элементов. Пусть ^— произвольный элемент множества 3. Положим 30= 3\{£0},

5 Зак. 159
„
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£&° __ (J £ По индуктивному предположению (число элементов множества Е0
*€3°

С V,
-

равно я—1), =2 Iх* По так как, согласно теореме 3, система 93
Ее30

_

является a-кольцом и тем более кольцом, то £^°(«93. Очевидно, кроме

того, что причем множества £^ и £^° не пересекаются. Сле¬

довательно, пользуясь тем, что при п — 2 предложение уже доказано,
можем написать с учетом сказанного выше

. \х*Е = р.*££о + fx*£E‘ = l}*Eia+ 2 [J*Ek= 2
E € 30 £ e 3

Итак, сужение (x функции fx* на систему 93 — аддитивная функция
множества. В то же время эта функция обладает свойством счетной полуадди-
тивности (теорема 1 (3.1)). Значит, по замечанию 4 (п. 2.3), функция {х
счетноаддитивна, и равенство (12) справедливо и для счетного множества Е.

Теорема полностью доказана.

Резюмируем предыдущие рассмотрения. Обозначим через {х сужение

внешней меры jx* на систему_93. Функция^ (х определена, следовательно, на 93

равенством \lE=]x*E (Ed 93). Taj< как 93D93 (п 3.3),а у.* является

распространением меры [х (п. 3.2), то и (х будет распространением меры р.

Далее, (х так же, как и [х*, — неотрицательная функция, а ввиду

теоремы 4 она счетно-аддитивна. Покажем, что верно следующее утверждение.

Предложение 1. (х обладает свойством а-конечности (гл. I, п. 2.4)
и тем самым является мерой.
Доказательство. Пусть £ —измеримое множество. Так как оно

принадлежит системе 93*, то £с£, где 5 — a-множество. Ввиду а-конечности

меры (х можно указать такое счетное семейство j^j (££Е) a-множеств, что

SO (J jxSe< -f оо. Мы получаем, что

£еЗ

Ea\jS^ ?(^)< + 00 №). (15)
£бЗ

Кроме того, множества 6^(££Е), будучи a-множествами, измеримы,

т. е. *S^g93 (£(;Е); поскольку fxS^ == pS^< + оо (6gE), го (15) как раз и

означает а-конечность функции [х.

Итак, нами построена мера (х, заданная на а-кольце 93^93 и

являющаяся распространением данной меры fx. Таким образом, поставленная в

начале параграфа задача решена.

3.6. Исследуем свойства меры [*. Начнем с некоторых
определений.

Определение 1. Неотрицательную аддитивную функцию
множества (и, в частности, меру) X, определенную на кольце 91,
называют полной, если, каковы бы ни были множества Е, е,
Е£9\, е с Е, из равенства ХЕ

— 0 вытекает, что е(*91 (при этом,

разумеется, 1е = 0).
Пусть Х0— мера, область определения которой —

произвольная система (2 подмножеств множества (v = l, 2, ...).
Определение 2. Полная мера X, заданная на s-кольце &
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подмножеств множества R\ называется лебеговским
расширением данной меры Х0, если выполнены условия:

1) Х;эХ0, т* е- и 1Е — 10Е для любого £££;
2) если X— полная мера, заданная на а-кольце Й

подмножеств множества R\ являющаяся распространением меры Х0,
то ХзХ, т. е. X служит распространением также и функции X.

Иными словами, лебеговское расширение X меры Х0 можно
охарактеризовать как такое распространение меры Х0, которое
является полной мерой, заданной на a-кольце, и имеет

наименьшую по сравнению со всеми остальными распространениями
того же типа область определения.

Непосредственно из сказанного вытекает следующее предложение.
Предложение 1. Лебеговское расширение меры Х0, если только оно'

существует, единственно.

Доказательство. Если X и X — лебеговские расширения меры Х0,.

то, поскольку X — полная мера, заданная на с-кольце, и ХрА0, должно быть

X Э X и, аналогично, XD X, что, очевидно, возможно только в случае

равенства X = X.

Следствие. Если область определения меры Х0 — q-кольцо, и А0 —

полная мера, то ее лебеговское расширение X — это сама Х0.
Когда область определения (£ меры >0 — произвольная система, о

существовании лебеговского расширения ничего сказать нельзя. Однако если А0

определена на кольце, то вопрос о существовании решается положительно.

Теорема 5(3.1). Пусть у.
—

мера, заданная на некотором кольце 91

подмножеств множества R*. Тогда мера у.—распространение меры
дописанное в конце п. 3.5 — представляет собой лебеговское расширение
меры р.

Доказательство. Мера [х задана на системе 91, которая является

a-кольцом (теорема 3). Установим полноту fx.

Пусть множество ££9S и (х£ = 0. Так как [х*Е = [х£ = 0, то это

означает, что (см. п. 3.3). Но система 91 обладает свойством наследствен¬

ности (3.3, предл. 1), так что если еС,Е, то е£91, а, стало быть, е£91 (п. 3.3,
предл. 2).

Пусть X — полная мера, заданная на некотором a-кольце ^ подмножеств
множества /?'; и являющаяся распространением данной меры (х. Требуется

доказать, что А э^х, т. е. что любое множество E£9i входит в систему

причем \Е = {х£. Разобьем рассуждения на несколько этапов.

1) Если Е£ 91, то оба доказываемых утверждения вытекают из условий
X D (х и |xD[x.

2) Предположим, что E= S, где — a-множество. Согласно определению-

этого понятия, можно найти такое счетное семейство {Л^} (££ Е) множеств

из кольца 9?, что = (J Л^. При этом можно считать, что множества А^
ЕеЗ

(££Е) попарно не пересекаются (гл. I, п. 1.4). Поскольку Й — а-кольцо,.

то Ввиду счетной аддитивности обеих функций X и |х будет

ЕеЗ ЕеЗ

а так как, согласно п. 1), ХЛ^ = }хЛ^ (£ £ Е), то XS = fxS.
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3) Пусть множество £ таково, что существует убывающая
последовательность {£Л})Г=1 о-множеств, пересечением которой является множество £,

причем pSn < ■+• оо (п— 1, 2, ...).
Заметим, что в этом случае не надо заранее предполагать, что

множество £(*91. Поскольку 91 есть o-кольцо, то пересечение любого счетного

семейства, в частности последовательности множеств из 91, также входит

в эту систему (гл. I, п. 1.6). Но (я = 1, 2,...). Стало быть, и
оо

Е— р) £л(«91. По этой же самой причине, учитывая доказанное в п. 2),
п=1

можем заключить, что ££<&.
Последовательность {£л}~=1 в отношении меры [х удовлетворяет всем

условиям п. 2) теоремы 3(2.1). Поэтому рЕ — lim \iSn. Но в силу п. 2)
ею

)<+ 00 (л = 1, 2, .-..). Значит, упомянутая теорема применима
и к мере Х:Х£ = lim lSn =lim [xSn — pE.

П-+оо П-> оо

4) Предположим теперь, что множество ££9?, т. е. что Е — множество

меры нуль. Согласно теореме 2, можно указать такую убывающую
последовательность {Srt}~=1 ^-множеств и множество е £9^, что

£=(д sa

Положим D — П Sn. Вследствие п. 3) множество D входит в обе системы 9\

п = \

и причем \D = \xD. Но так как D — E^Je (см. теорему 2) и оба

множества Е и е имеют меру (\ь) нуль, то таким же будет и множество Д т. е.

fxD = 0, а значит, и Ш= 0. Поскольку, очевидно, EdD, в силу полноты

меры X получаем отсюда, что £(«^, причем Х£ = 0 = [л£.
5) На этот раз будем понимать под £ произвольное измеримое (т. е.

входящее в 9^) множество, для которого {/£<+оо. Снова представляя £

в виде (16) и по-прежнему полагая D— П $п> можем записать E — D\e.
п=\

Как установлено в пунктах 3) и 4), множества Due принадлежат системе

Следовательно, их разность
— множество £ — также принадлежит этому

о-кольцу. Поскольку Хе = Оу то IE — ID, точно так же {а£ = (аД а в силу

п. 3) ID —^iD, так что и Х£ = [х£.
6) Пусть, наконец, £ — произвольное измеримое множество. Ввиду

c-конечности меры {л (см. гл. I, п. 2.4) существует такая

последовательность {£Л)Г=1 измеримых множеств, что

оо

£ = U £л; ^Еп< + оо (/2=1,2,...). (17)
«=1

При этом можно считать, что множества Еп (п= 1, 2, ...) попарно не пересе-
/ /г-1

каются (иначе мы заменим Еп на Еп\ U Ек (и-1, 2, .. .), соотношения (17)
\ ft=i

от этого не нарушаютсяj. Поскольку, по доказанному в п. 5), £л£^
оо

(п= 1, 2, ...), то £= U Е/г 6® (ведь о-кольцо!). Вследствие счетной
Л=1
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аддитивности функций X и р. будет, кроме того, А£= ^\Еп, рЕ= 2
я=» 1 «=1

а по предыдущему
— 1Еп = \хЕп (л = 1, 2, ...), так что и Х£ = [х£.

Теорема полностью доказана.

Замечание 1. При доказательстве того факта, что произвольное
лебеговское расширение X меры [х есть распространение меры *х, условие
о-конечности меры к не было использовано. Не в полной мере было
использовано также и предположение, что система $ является о-кольцом. Все

рассуждения теоремы проходят, если потребовать, чтобы ^ удовлетворяла
следующим условиям:

1) еслй {/^} (6£3) — не более чем счетное семейство попарно не

пересекающихся множеств из системы то U Щ6*;
£еВ

2) если {£„}~=1 —у б ы в а ю ща я последовательность множеств из си-
о°

стемы таких, что \Еп < + оо (п = 1, 2, ...), то П Еп—Е £ ^ и существует
п=1

lim 1Еп~\Е;
П-+ ОО

3) если множества Е, причем е d Е; КЕ < + оо, Х^ = 0, то

Е\е£®*
Таким образом, имеет место следующий факт: пусть X—

неотрицательная счетно-аддитивная функция, обладающая свойством полноты; если
область задания функции X — система & — удовлетворяет условиям 1) —3)
и А р [л, т. е. если $ р 91 и \А = \*.А (A £ 9R), то А э [х, что означает 9^

и XE^JxE (Е£Щ.
Замечание 2. Как уже отмечалось, если 91 не только кольцо, но

и о-кольцо, а данная мера |х
— полная, то ее лебеговское расширение fx={x.

В частности, 91 = 91. Множества, входящие в область определения полной

меры }х, мы будем называть измеримыми (относительно меры jx).**

3.7. В теореме 5(3.1) мы предполагали, что исходная мера
определена на кольце. Остановимся еще на одном случае,
когда лебеговское расширение данной меры заведомо

существует.

Рассмотрим систему ty]*D всех полуоткрытых

прямоугольников размерности v? заключенных в прямоугольнике D

(подробнее см. гл. I, п. 1.1). Пусть ^о
—

мера, заданная на ЭД.
Согласно теореме 4(2.1), на кольце 9^, порожденном

системой (теорема 1(1.1)), может быть единственным способом

определена мера [х, являющаяся распространением функции р0„

Обозначим через {* лебеговское расширение меры ц. Тогда

справедливо следующее.

Предложение 1. Мера ц является

лебеговским..расширением меры t*0.

* При этом вследствие субтрактивности (гл. I, п. 2.1) Х(Е\е) = 'КЕ.
** Термин «измеримое множество» часто применяется так же как

обозначение множества, входящего в данное о-кольцо, независимо от того,

задана ли на нем полная мера или нет.
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Доказательство. Пусть X — полная мера, заданная на a-кольце й

и являющаяся распространением меры (л0. Это означает, что й Иэ ‘ОД и ХР =

= (х0 Р (Р£ ОД)). Так как ^ — a-кольцо, а следовательно, и кольцо,

содержащее систему то, согласно цитированной уже теореме 1(1.1), ^

содержит также и кольцо 9^. Обозначим через X сужение функции X на

9^. Поскольку X — мера, т. е. во всяком случае функция аддитивная,

такой же будет и функция X.* Ясно, что X р (л0, а тогда, основываясь на лемме

из гл. I, п. 2.4, можно утверждать, что Х=[л. Следовательно, XD Х = ;х.

Значит, по определению лебеговского расширения X D [л, т. е. (л служит ле-

беговским расширением меры fx0.
В рассматриваемой ситуации сохраняет силу замечание 1 к теореме 5.

Точнее говоря, имеет место следующее утверждение.
Предположение 2. Пусть X — неотрицательная счетно-аддитивная

функция, обладающая свойством полноты. Если область задания функции X —
система Й — удовлетворяет условиям 1) —3) замечания 1 к теореме 5, то

соотношение X р (л0 влечет соотношение Хр jx.
Доказательство. Чтобы воспользоваться результатом замечания 1

к теореме 5, достаточно установить, что X D \i. Но всякое множество A g 9?^
по теореме 1(1.1) можно представить в виде объединения конечного

семейства Pv Р2, ..., Рп попарно не пересекающихся прямоугольников из си-

п

стемы cpiD:A= (J Pk. Ввиду того, что Р/гбФЬ С& (& = 1, 2, ..., п)
ft=i

п

условие 1) обеспечивает включение. при этом ХЛ==2^л —
/е = 1

k

= 2 voPk = М-
k=l

Замечание. Все сказанное здесь распространяется на меры,

заданные на произвольном полукольце ^подмножеств множества (v = l,2, ...)
(см. гл. I, п. 1.2).

3.8, В математическом анализе и многих его приложениях
особо важную роль играет мера Лебега.

Определение 1. Пусть jj.
—

мера, заданная на

полукольце <ipv следующим образом:

jxP= (^1 — fll) (Ь2 — а2)... (Ьч — а,), где Р= [аь Ьг) X ... X [а„ ЪJ.
Мера [\, являющаяся лебеговским расширением этой меры

(см. п. 3.7), называется мерой, Лебега (размерности v), а

множества, принадлежащие а-алгебре, на которой задана мера

называются измеримыми по Лебегу. Эту а-алгебру мы будем
обозначать символом

Если Р=[а, b) X [£, d) — полуоткрытый прямоугольник
в R2, то его мера Лебега р2Р равна его площади (b — a)(d— с)

* Функция X будет, разумеется, неотрицательной и счетно-аддитивной

Как вытекает из дальнейшего, функция X также и а-конечна и, таким

образом, является мерой.
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(для прямоугольников в R3 мы соответственно получаем
объем).*

Мера Лебега, естественно возникающая в связи с

задачами измерения площадей и объемов, была исторически
первым примером полной меры. С ее появлением теория меры и

интеграла начала приобретать современную законченность и

простоту.
С построением меры Лебега задачу измерения площадей

и объемов практически можно считать решенной. В самом

деле, все замкнутые и все открытые (и все борелевские)
множества пространства Rv являются элементами а-алгебры 9Di?v
(открытые множества измеримы по теореме 2(1.1), а

замкнутые множества измеримы потому, что они являются

разностями открытого множества Rv и своего дополнения).
Открытыми и замкнутыми множествами и даже борелевскими
множествами (см. п. 1.7) далеко не исчерпывается а-алгебра 90Т.

Можно доказать, что не все подмножества Rv измеримы
по Лебегу. Однако множества, не измеримые по Лебегу,
встречаются редко; для того чтобы их построить, нужно
прибегать к весьма специальным ухищрениям. Грубо говоря,
верно следующее: практически все встречающиеся в анализе

точечные множества (т. е. подмножества множества Rv)
измеримы по Лебегу.

Важный класс мер получается следующим образом.
Пусть D — непустой промежуток расширенной числовой

прямой. Предположим, что g— функция, заданная на D,
возрастающая и непрерывная слева. Обозначая через ‘ЗД
систему всех полуоткрытых промежутков, концы которых
содержатся в D, и полагая

Р) = £(Р)-£(«) («.Р6Я; «<Р),

получим в соответствии с теоремой 5(2.1) меру р0, заданную
на %.

Определение 1. Лебеговское расширение только что

построенной меры называется мерой Стилтьеса

(порожденной функцией g).
Следующее свойство меры Лебега называется

регулярностью.

Теорема 6(3.1). Пусть —мера Лебега размерности, v,

и Е£ 9DT (т. е. Е—измеримое по Лебегу множество).
Обозначим через ®Е систему всех открытых множеств простран-

* Читатель легко убедится в том, что |\Р= (Ьг — aL)... (6V—
если Р — замкнутый (соответственно открытый) прямоугольник [аг 6j] X •. ■

... X [av, &v] ((«i, X ... X (л„ 6V)).
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ства R\ содержащих Е, а через (8Е — систему всех

замкнутых ограниченных множеств, содержащихся в Е. Тогда

ji Е= inf [xvО= sup ix F. (18)

Доказательство. Прежде всего заметим, что системы и

не пусты. Первая включает, например, множество /?v, вторая — пустое
множество. Далее, любое открытое множество является a-множеством (гл. I,
п. 1.5) и, следовательно, измеримо. Тем самым и замкнутые множества,

будучи дополнениями открытых, измеримы. Таким образом, все части

равенства (18) имеют смысл.

Докажем, что для любого числа е>0 можно подобрать такое
множество G£<$£•, т. е. открытое множество, содержащее £, что (G\E} < е.

Так как Е измеримо, то найдется a-множество SP Е и обладающее

тем свойством, что (5 \Е) < у (см- п. 3.3). Но в данной ситуации

каждое а-множество допускает представление в виде объединения

последовательности {Рп)пLj полуоткрытых прямоугольников размерности v (см. гл.

п. 1.5).
Вспомним лемму п. 2.5. В соответствии с этой леммой

(\Лг = inf |J-VQ.

Qey
Значит для каждого п (л ===== 1, 2, ...) можно подобрать прямоугольник

Q/zC^v так> что

Qn ^ Рп и f\ Qn ^Рп <
2/г+1

*

00
о

Обозначим объединение U Qn символом G. Тогда
/1=1

оо оо оо

5= и Ра CG= и QnC.Q= и Qn-
/1=1 п= 1 /7=1

Поскольку, как легко проверить,
оо

G\SCQ\SC U (Qn\Pn),
/7=1

то вследствие (19) имеем

оо оо оо

(G\S) <■ (Qn\Pn) — (^VQn~ Pn) ^ 2n+
l *

/2 = 1 /2=1 П=1

Стало быть, ^ (G\E) = ^ [(G\S)^(S\E)] = ^ (G\S) + ^ (S\E)<ei
Остается заметить, что G, будучи объединением последовательности

открытых множеств, открыто и, очевидно, содержит Е.

Из доказанного сразу же вытекает первое из равенств (18).
Действительно, поскольку для любого G£(&e будет ^G > fxv£, то и inf > ^E.

бе®£
С другой стороны, каково бы ни было G0(<©£,имеем

inf f\G < i\G = ;j.v [E (G'0\£)] =i\£ + (J.v (G0\E),
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причем, по доказанному, для любого числа е > 0 можно подобрать такое
множество G0 6%, ЧТО (Go\£) < в, откуда и получаем неравенство*

inf \\G < [л £.

Проверим теперь справедливость следующего утверждения: для любого^
числа е > 0 можно указать замкнутое множество F0 с Е, такое, что

jav (E\F0) < е.

В самом деле, обозначим через Ef дополнение множества Е, т. е. Е' =

= R^\E. Множество Е’ измеримо. Следовательно, можно подобрать
открытое множество GoE' так, чтобы было kuv (G\Ef) < е. Примем за F0
дополнение множества G. Множество F0 замкнуто и, понятно, содержится,
в данном множестве Е. Но G\E' = E\F0, следовательно, fxv (E\F0) < е*.

Положим

Тп = [—/I, п] X [—п, л] X ... X [—п, п] (я = 1, 2, ...).
v раз

Тп — замкнутое ограниченное множество при любом п = 1, 2, ..., поэтому
и пересечение Fn = F0r\ Тп (n= 1, 2, ...), где F0 — найденное выше

множество, замкнуто. Кроме того, последовательность —возрастающая-
оо

и U Fn — F0. По замечанию 4 к теореме 3(2.1) \^VF0= lim pvFn. Заметим;
Л=1 П-+со

теперь, что F 6^ (я = 1, 2, ...). Следовательно,

sup nvF > lim ^Fn = ^F0. (20)'
Fe П-+СО

Но если piv£=+cx), то и fj,vF0=+oo. (Действительно, из неравенства^

^Fq < -t- оо следовало бы, что (E\F0) = — \^VF0 < s, что нелепо),
так что в этом случае sup [avF= +оо

— руЕ, и второе из равенств (18)'
F 6

доказано. В случае же, когда fxv Е <+ оо, будет F -f-(£\r0) <

< fxv F -j- s, и мы получаем из (20) sup (xvF> \xvE — e, что ввиду

произвольная
ности £ приводит к неравенству sup \>^F > ц^Е. Противоположное неравен-

Р*ЪЕ
ство вытекает из того, что при любом F^^E будет ^F<^vEa

Замечание. Пусть [х0 — конечная мера, заданная на системе cpv;
и означает ее лебеговское расширение. Результат теоремы справедлив и по-

отношению к мере [х.
Действительно, доказательство теоремы применительно к этому общему

случаю не встретит затруднений, если только мы убедимся в справедливости
соотношений (19). Для того чтобы оправдать эти соотношения, достаточно,
однако, заметить, что если Н=[аь Р^ХЬЫХ.-.Х [av) pv) («*
/= 1, 2, ..., v) — какой-либо прямоугольник, то прямоугольники

Hk = X а2 » Р2 j X • • • X °rv , Pv j (& = 1, 2, ...)

образуют убывающую последовательность, причем Н= П FI& так как, по

_

k=i

условию, (хЯд, = p()Hk < + оо (£=1, 2, ...), то применима теорема 3(2.1),.
которая дает lim \хН\ стало быть, как бы мало ни было число 5 > О,

ft-* ОО

для достаточно больших k будет \xHk < pH-\-Ъ, что и открывает

возможность выбрать прямоугольники Qn так, чтобы удовлетворялось (19).



Следствие 1. Пусть Е—подмножество множества

измеримое по Лебегу. Тогда

1) существует такая последовательность {/%*} ~=i
ограниченных замкнутых множеств пространства R' и такое

множество е' (erC.Rw) меры нуль: ^е' — 0, что Е=

= w е' и Fn<^Fn+i (я = 1, 2, ...);

2) существует такая последовательность {0„}“=1
открытых множеств пространства R4 и множество е" (e"<zRv) меры
нуль: [\е"= 0, что Е= Gn z> Gn+\ («— 1,2, ...).

Если (j.ЧЕ < -f- оо, то можно считать, что fijGn < -f- со

"(л=1, 2, ...).
Доказательство. Допустим сначала, что

Е—ограниченное множество. По теореме, при всяком натуральном п
Г***

можно найти замкнутое ограниченное множество Еп, такое,

что ЕП с Е и pSE\Fn)<l — ■ Обозначим через Fn

объединение Fj ... w Fn. Множество F„ замкнуто (д. 3, п. 4) и,

очевидно, ограничено. Кроме того, ясно, что Fn с Fn+t при
ОО

всяком натуральном п. Положим е’ =Е\ U Еп и проверим, что

jAve' = 0. Действительно,
Л=1

С Е\ U Fn=E\Fm С E\Fm,
П=1

и потому

каково бы ни было натуральное число т\ стало быть, =

Теперь предположим, что Е — неограниченное множество.
ОО

Очевидно, Е= U Ek, где Ek— ограниченные измеримые мно-
k—\

жества. По доказанному
/ - ч

Ek= ( U ek,

где FW (k, п
—

1, 2, ...) — замкнутые множества, а = 0

(* = 1, 2, . ..).
Положим теперь Fm= U Fih\ т = 1, 2, ... Легко видеть,

п, k^.m

что все множества Fm ограничены и замкнуты и FmC.FmH(zE
ОО

(т — \, 2, ...). Пусть, наконец, е' = Е\ U Fm. Так как
/7Z=1
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U FmdE, то Е= \jFm\Je'. Нам остается проверить, что
т—1 m= 1

у,е’~0. Но
/ ОО \ ©О / 00 \

и/-)с
сй(£*\й1#?’) = .Ч,*-

и ввиду счетной полуаддитивности меры мы получаем

Ре' ^ ^У-ек = 0.
k—l

Утверждение 1) доказано полностью.

Докажем утверждение 2). Рассмотрим множество R' \Е.
Это множество также принадлежит о-алгебре 9)V, т. е.

измеримо по Лебегу. Стало быть, согласно утверждению 1),
найдется последовательность замкнутых множеств \En\n=i, такая,
что

Еп С Fn+i С R4\E (п = 1, 2, ...) и |xv^v\^j\U /^= 0.

Пусть теперь

Gn= R'\F'„(n= 1, 2, ...),

Легко видеть, что последовательность {G„}~=i и множество

е" — требуемые. Если {ivZ:<-{-co, то по теореме существует

открытое множество G0 такое, что EdG0, p.vG0 <-{- оо.

Последовательность состоит из открытых множеств
конечной меры, убывает, и, очевидно,

t\ ( Д(°я ^ Go)\Ej =0.

Следствие доказано.

Следствие 2. Пусть Е — подмножество множества R v,
измеримое по Лебегу. Тогда существуют такие множества А

типа F, и BmunaG&*, что A CZ Е с. В С R4 и f\(£’\A)=
= ^(В\Е) = 0.

Доказательство. Положим

А = U Еп, В= П Gn,
/1=1 П—1

где л=1 и {G„}r=i—последовательности замкнутых и

открытых множеств, о которых идет речь в предыдущем следствии.
Множества А и В обладают всеми требуемыми свойствами.

* См. определение из гл. I, п. 1.7.
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§ 4. Инвариантность меры Лебега относительно движений

Цель этого параграфа — доказательство инвариантности

меры Лебега относительно движений (переносов и поворотов)
пространства R\ Мы установим, что если Е— измеримое по

Лебегу подмножество множества /?v, а множество Е получено

из множества Е движением, то множество Е измеримо,

и v-E= y.^E.
Именно это свойство меры Лебега отличает ее от прочих

мер и делает ее особенно важной. Можно доказать, что мера

заданная на а-алгебре 25v борелевских подмножеств

пространства R\ инвариантная относительно движений, лишь

множителем отличается от pv (точнее, от сужения функции pv на

о-алгебру всех борелевских подмножеств пространства R'1).
Инвариантность меры Лебега относительно движения мы

выведем из общей теоремы о мере образа множества при

линейном отображении.
В этом параграфе измеримыми мы будем называть

множества, измеримые по Лебегу, а говоря «мера», мы всегда будем
иметь в виду меру Лебега. Для понимания этого параграфа
необходимо основательное знакомство с материалом

добавления 3.

4.1. Лемма. Пусть Е0 — измеримое подмножество

пространства R\ Ф — непрерывное отображение множества Е0
в R\ Пусть (iv<& [е] = 0 (по поводу обозначения Ф [е] см. д. 1,
п. 3) для любого множества е нулевой меры, содержащегося
в Е0. Тогда образ Ф [£] любого измеримого множества Е,

содержащегося в множестве Е0, — снова измеримое множество.

Доказательство. Если E£(ffi\ E(zE0, то Е— IJ Ek^e,
Й=1

где
—

некоторая последовательность ограниченных зам¬

кнутых множеств, a i*v£ = 0 (см. следствие теоремы 6(3.1)).
ОО

Легко видеть, что Ф [Я] = U Ф [/*] ^ Ф [£]. Все множества
fe=l

Ф [/^] измеримы, будучи замкнутыми и ограниченными (ведь
отображение Ф непрерывно!) (д. 3, п. 5), множество Ф[е],
будучи множеством нулевой меры, также измеримо. Значит,
Ф [Я] езг.

Лемма доказана.

4.2. Теорема 1(4.1). Пусть G— открытое подмножество

пространства Ry, Ф — гладкое отображение множества G

в пространство R\ ЕслиЕ C.G, Е 9)Г, то и Ф [£] (*90^.
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Иначе говоря, образ измеримого множества при гладком

отображении
— снова измеримое множество.

Доказательство. Проверим, что если ecG и ^ve = 0,
то и [луФ [е] =0. Так как гладкое отображение непрерывно, то

(в силу леммы) отсюда будет следовать утверждение теоремы.

Пусть сначала йСД, где Д— полуоткрытый прямоугольник
(размерности v), строго содержащийся в G (см. п. 1.5). Пусть
s — положительное число.

Рассмотрим ограниченное открытое множество Д',
содержащее Д и строго содержащееся в G (т. е. Д'С О) (см. д. 3, п. 5).

По теореме 6(3.1) существует открытое множество g

пространства /?\ такое, что edg, Можно считать, что

g а Д\ так как в противном случае мы рассмотрели бы
пересечение g ^ Д'. По теореме 2(1.1) найдется счетное семейство

{Q^} 0»)(*//) попарно не пересекающихся квадратов, строго

содержащихся в g и таких, что g= U Q„. Предположим, что

TjeЯ
^

(^ = [^>-8^, X ... X

Тогда 2 tiQ.==tAg', т. e.

2 [2S(T!)]v 0)
Т) 6 Н

Введем в рассмотрение функции ср15 ...
, <pv— координатные

функции отображения Ф (д. 3, п. 1). Пусть j — один из

номеров 1, ...
,

V. К функции Wj применим предложение 7 об

оценке приращения из д. 3, п. 7. Полагая хп = , ... , х{У), видим,

что для любой точки л= (л:ь ...
, .*»)(; Q найдется такая

точка xn£Qn, что

\срj(x) — <рj(лч)|<|<grad«руС*ч), {х — *,,)>,|.
Применим неравенство Коши — Буняковского:

|?д*) — 9y(-*4)|<|gradTy(^)|LlJC — (2)

Теперь воспользуемся гладкостью отображения Ф. Все

функции |[gradсру||v (у = 1, ...
, v) непрерывны в G, и, стало быть,

по теореме Вейерштрасса, _ограничены на замкнутом

ограниченном множестве Д' (ведьД'сО!). Пусть Ж —число, большее

всех чисел

aj
= sup||grad<?j(z)|ч (y = l, ...

, v).
Z 6 A'

Из неравенства (2) следует, что

I ?j (x) — Vj I ^ M || x || (x £ Qv x =f= (3)
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Но ведь если x£Qv то |л^ — л]1111 при всех s (s —
= 1, 2, v). Поэтому

IIх ~ хч II,= ]/ i (*, - 44))8 <]A (3W)2 = 8(11) yT. (4>
f 5=1

Сопоставляя неравенства (3) и (4), получаем

\fj (х) - ср; (JC4)| < М VV§"» (x£Q I j = 1, 2, ...
, v; 7] e Я).

(5)
Неравенство (5) означает, что при точка Ф(л:) содер¬

жится в открытом квадрате, центром которого служит точка

Ф (Хг)), а длина стороны равна 2М ]/v V1)).
Через Dn обозначим соответствующий полуоткрытый

квадрат. Тогда оказывается, что множество Ф \е\ содержится в объе-
динении такого счетного семейства полуоткрытых квадратов.
1-СМ что

2 hD,-2 (jMV/“)-(28,”)'=(/M)/v),2 (28'”)’<(ЛЦЛ;)’*
у\еН г\еН т\еН

(мы воспользовались неравенством (1)). Пользуясь произволом
в выборе числа е и вспоминая предложение 3, п. 3.3, видим,
что 1*Ф [е] =0.

Пусть теперь е — любое множество меры нуль,

содержащееся в G. Пусть О= U Pk, где Рк — полуоткрытый квадрат,.
k—l оо

строго содержащийся в G. Тогда e—\J (Ркгле) и Ф [е\ —
k—l

= U Ф [Рк г\е]. Все множества по доказанномуг
h—l

имеют меру нуль. Следовательно, и [i../b[e]=0 (см. п. 3.3).
Теорема полностью доказана.

Замечание. Мы доказали, что при гладком отображении
Ф образ всякого множества е меры нуль

— снова множество

меры нуль: ^Ф[е]=0 всякий раз, когда е С G и five = 0.

Следствие. Кусояно-гладкая кривая (см. определение 8,
д. 3, п. 3) в пространстве R' есть множество меры нуль
(относительно лебеговой меры jtJ.

Доказательство. Пусть fC/?v—кусочно-гладкая
кривая. Это значит, что f

= tp[[a> ^П> гДе 9
— кусочно-гладкий

путь в /?v, заданный на промежутке [а, Ь\. Это означает
в свою очередь, что найдется конечное семейство {^} (/£NS)
точек промежутка [а, Ь], обладающее следующими
свойствами: tx

—

a, ts
— b, tt<tM (/ 6 N^_,), путь <p

^
— гладкий

(/(«Nj-j). Очевидно, достаточно проверить, что |\<р [[^, ^+i]]=0
(^6 Ns_j).
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Поэтому можно считать, что координатные функции
<Pi> • • •

» <Р, отображения ср дифференцируемы в каждой точке

промежутка [а, b] и производные ср' непрерывны на

[а, Ь].
Продолжим отображение <р с промежутка [а, Ь\ на всю

прямую R. Для этого рассмотрим отображение <р прямой R

в пространство R4-с координатными функциями <р1( ..., ®v,

такими, что

ь (*) = ?;(<) (^е[л, *],/€N,),

~9j(t)=:<?j(a) + 4;(a){t-a) (t6(-со, а),/6 NO,

~?j(t) = <?j(b) + <?j(b)(t-b) (t£(b, +00), у6N,),

Легко видеть, что отображение «р
— гладкое.

Теперь рассмотрим отображение Ф пространства /?v в себя,,
заданное следующим образом:

Ф ((jq, ...
, *0) = 9 (-*1) (К. • • •

. *0 6 #v)-
Ясно, что Ф— гладкое отображение и 7

=Ф [£■], где

Е= {(аг15 ...
, xv) GRs la^Xj^^b, х2 = ха=.. ,=xw = 0).

Проверим, что р^Е= 0. Для этого заметим, что

v раз

так что p.v£,= lim {^Ь -{- —aj =0. Остается сослаться на

замечание.

Следствие доказано.

Определение 1. Пусть Ф — гладкое отображение
открытого множества G пространства /?х (X < v) в пространство R”.
Множество Ф [G] называется Х-мерной гладкой поверхностью
в пространстве R\

Предлагаем читателю доказать, что v-мерная мера любой

Х-мерной (X < v) гладкой поверхности в пространстве Rv равна
нулю.

4.3. Следующий факт будет нам полезен при
доказательстве основной теоремы этого параграфа (см. ниже, теорема 2).

Лемма. Пусть Ф — взаимно однозначное отображение
множества R' в себя, такое, что образ всякого измеримого
множества — снова измеримое множество, и образ всякого

.
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.множества меры нуль — снова множество меры нуль. Пусть
существует такое число (конечное) с, что |\Ф [Р] = су.,Р,
каков бы ни был полуоткрытый квадрат Р.* Тогда [£] =
= с\>.,Е, каково бы ни было множество Е £

Доказательство. Приступая к доказательству,

предположим сначала, что G— открытое множество. Тогда G— U Рп.
k=i

где Pk — попарно не пересекающиеся полуоткрытые квадраты,

Ф [G] = U Ф [Яй], причем Ф [Рй-] о Ф [/V] = Л, ecAHk'=£k".

Значит,
k—l

Iо] = 2 >\ф =2 =.с S v-Pu=cv-fi.
fe=1 k=l k=-l

Пусть, далее, 1\£< + °°- Тогда ^= П
5=1

> где

— убывающая последовательность открытых множеств

конечной меры, a iiv^0 = 0 (следствие 1 теоремы 6(3.1)). Ясно,
что (\Ф [Gx] '=c^4Gt < с», и потому

(хФ [Е]=?Ф П Gs
5-1

- !\ф Ы = lim I» ф [GJ =
S-+ ОО

— dim pfis — cvfi.**
S-+ оо

Наконец, если [av£'=+00, то Е= U Ek, где все
fc=1

•£*€®Г, + (^ = 1, 2, ...), Ek’ гл Е^ — Л при k'=£k".
Остальное ясно.

Лемма доказана.

Пусть, в частности, Ф — сдвиг на вектор х0: Ф (х) = х -J-x0t
jc£R\ Это отображение, очевидно, гладкое, и образ
квадрата— снова квадрат той же меры, так что с— 1. Значит, при
сдвиге измеримого множества мы получаем измеримое
множество той же меры.

4.4. Теорема 2(4.1). Пусть А —взаимно однозначное

линейное отображение множества R' на себя (д. 3, п. 6). Если
Е 6 Ж, то А [Е\ бЖ и |а А [Е] = | det А | ?Е (д. 3, п. 6).

Доказательство. Отображение А, очевидно, гладкое,
и потому в силу теоремы 1 образ любого измеримого множе-

* Легко понять, что условия этой леммы не независимы. Однако в

приложениях удобна именно такая формулировка.

** Равенства Ф[Е]=Ф П Gs \Ф[е0] и Ф П Gs = П Ф [04] вер-
5=1 5=1 5=1

ны ввиду взаимнооднозначное™ отображения.

80



ства при отображении А — снова измеримое множество,
и [е] =0, если [\е = 0.

1. Пусть сначала А — „диагональное" отображение с

положительными собственными числами:

Образ квадрата Р— [a, b) X .. • X [а, Ь) есть прямоугольник
[Хха, Xjfc) X ... X [Х,а, Kb), и потому

каков бы ни был полуоткрытый квадрат Р. Применив лемму

предыдущего пункта (c = XjX2 ... X.,), видим, что для

„диагональных" отображений с положительными собственными
числами теорема верна. В частности, она верна для любого

отображения подобия (гомотетии), т. е. отображения, задаваемого

равенством

2. Пусть U— ортогональное отображение. Проверим, что

jj%U [Р] = [л/3, каков бы ни был полуоткрытый квадрат Р. Тогда
ссылка на лемму предыдущего пункта завершит
доказательство теоремы и в этом случае, так как |det£/| = l.

Пусть Р0 — какой-нибудь непустой полуоткрытый квадрат.
Его образ U[P0]—измеримое множество (см. начало

доказательства). Кроме того, U [Р0] — ограниченное множество, ибо

U—непрерывное отображение. Значит, [Р0] = Sf\P0 при

некотором s£[0, +°о).
Предположим, что

Образ А [Р0] квадрата Р0 при гомотетии А (с центром в

начале) с коэффициентом ^ —Jp есть, очевидно, квадрат с

центром Хх0 и стороной 2h. Образ квадрата А [Р0] при сдвиге В

на вектор х— Хл;0 есть квадрат с центром в точке х со

стороной 2h, т. е. квадрат Р. Итак,

Отметим теперь, что, во-первых, А—диагональное отобра-

А (х) — (XjA'i, Х2ЛТ2, . • •
, XVXV) (X — (^1) • ' *

5

М [Р] = Ъ (!*,/>) = | det А 11\Р,

А(х) = 1х {x£R\ Х£Р, Х>0).

Р= [х1 —h, xi~{-h) X ... X [■** —h, Xv + Л),

В [А [Я0]]=А (6)

жение

AoU= UoA = lif. (7)
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Кроме того, образ любого подмножества X множества /?'

при отображении UoB совпадает с результатом сдвига
множества U[X\ на вектор U [х— Хх0], и потому

[В [АГ]]=|г,£/[Аг],

если Л'б'З)}'’ (см. п. 4.3).
Итак, учитывая (6), (7) и результат, полученный в разделе 1

доказательства, получаем

^U'[P]=^U \В [А [Р0]]]=^и [Л [Po]]=^W[P0] =

= [Я0] = Х>,Р0=^И IPo] =^В [Л [Р0] 1 = s^P.
Итак,

^U[P]=SV.VP,

каков бы ни был полуоткрытый квадрат Р. Значит, по лемме

(п. 4.3),
(8)

для любого множества Е (£,£<3)Г). В частности,

f.vt/[Dv(l)]=5(,v(Dv(l)), (9)

где Z)v (1) — открытый единичный шар пространства Rv:

D'(\) = [x£R':Ul<l\.
С другой стороны, U отображает шар (1) на себя, так

что

£/[D”(l)]=04l).
Сопоставляя это равенство с равенством (9) и замечая,, что,

разумеется, [x4Dv(l)>0, мы приходим к такому выводу:

s = 1.

Но теперь равенство (8) превращается в утверждение
теоремы (для ортогонального отображения U):

t*,tf[£] = |dett/|ivE

так как [ det Л/| = 1 (д. 3, п. 6).
3. Пусть теперь А—любое линейное взаимно однозначное

отображение множества Pv на себя. Применив предложение
10 из д. 3, п. 6, получим

А = UjoDoU3,

где Uu U2 — ортогональные отображения, a D — диагональное

отображение с положительными собственными числами. Пусть
Р— любой полуоткрытый квадрат. Тогда

М lp] ^{UfDoUj [Р\ = V-U, \{DoU2) [Р]] =1К(1>.и2) [Р].
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Последнее равенство мы получаем на основании п. 2.
Применяя результат первого пункта доказательства, видим, что

^ (DoU2) [Р] =detD-[\£/2 [Я],

и, еще раз возвращаясь ко второму пункту, что |\£/а [Р] = [\Р.
Итак, iv4[P]=det£>.n,P. Но det A = det f/j'detD-det U2, так

что | det А = | det иг \
• | det D \ • | det U21 = | det D | = det D.

Поэтому |\А [Р] = | det А | (*Р, каков бы ни был полуоткрытый
квадрат Р. Ссылка на лемму (п. 4.3) завершает доказательство

теоремы.
Следствие 1. Пусть Ф — движение в пространстве /?',

т. е. отображение пространства R? на себя вида

Ф = и°В,

где В — сдвиг, a U—ортогональное отобраэюение.
Если Ето и Ф [£] £Ж, и [£] =\хЕ.
Доказательство. Согласно теореме 1, множество В[Е\

измеримо и [.£] = t\£. По той же теореме, множество

U [В [Е]] тоже измеримо, и \>.^U [В [Z:]] =jx В [£], т. е. р Ф [£] =
= ?Е.

Следствие доказано.

Итак, нами доказана инвариантность меры Лейега
относительно движений, о которой шла речь в начале параграфа.

Следствие 2. Пусть Ф — аффинное отображение
пространства Pv в себя (д. 3, п. 6). Если Е£9Я\ то и

Ф[£]6$Г, и

(\ф \Е\ = | det Ф |^

Доказательство. Отображение Ф равно ВоА, где А —

линейное отображение, а В— сдвиг. Остальное ясно (ср. с

доказательством следствия 1). Напомним, что, по определению,
det®= det А.
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Глава II

ИНТЕГРАЛ

На протяжении всей этой главы буква 9D? будет
обозначать некоторое а-колъцо подмножеств пространства /?\*

Элементы o-кольца 90? мы будем называть измеримыми

множествами. Буквой [х мы будем обозначать меру,
заданную на о-кольце эта мера всегда будет предполагаться
полной.

Всюду в этой главе словом „функция*, за исключением

особо оговоренных случаев, мы будем обозначать
отображение в множество R — расширенную вещественную прямую.

Напомним еще, что символ 9ftv обозначает а-алгебру всех

подмножеств пространства R\ измеримых по Лебегу, а [\
—

меру Лебега размерности v.

Что же такое интеграл? Ответу на этот вопрос посвящена,

по сути дела, вся книга. Естественно поэтому, что более или

менее полное представление об интеграле можно получить,

лишь дочитав книгу до последней страницы или, по крайней
мере, ознакомившись во всех деталях с настоящей главой. Тем
не менее мы попытаемся здесь, по необходимости очень

приблизительно, описать идею, лежащую в основе понятия

интеграла.
Пусть L—множество, состоящее из функций, заданных на

измеримых множествах. Мы будем предполагать, что L
содержит все постоянные функции, заданные на множествах

конечной меры, и что вместе со всякой функцией /££ множеству
L принадлежит сужение /\g функции / на любое измеримое

множество Е, содержащееся в множестве задания функции /.

* Впрочем, внимательный читатель увидит, что это обстоятельство в

большинстве случаев совершенно несущественно: можно считать, что —

a-кольцо подмножеств множества X произвольной природы.
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Пусть J — отображение множества L в множество всех

конечных вещественных чисел, обладающее следующими
свойствами:

1) Если f£L — функция, заданная на множестве

нЕ=Е1^Еа, ЕуГлЕ^— А, Ег ЕъЬ'ЗЯ, то J(/LbJ + J(/|.е2) =
= У (/) {f\Ej— сужение функции / на множество Ej).

2) Если функции fag, принадлежащие L, заданы на

множестве Е и f(x)Kg(x) при всех х(*Е, то J(f) ^CJ(g).
3) Если Е^УЛ, <С —{-оо, а функция f£L, заданная на

множестве Е, постоянна: f(x) — c (c£R) при всех х£Е, то

J(Л — срЕ.
Такое отображение J и есть интеграл по мере р; если /£/-,

то число J(/)—это интеграл от функции / по мере (*.
В этом описании понятия интеграла мы пока не уточняем,

из каких именно функций состоит множество L.

Рис. 4. Рис. 5.

В математике и ее приложениях очень часто встречаются

задачи, приводящие к исследованию интегралов по некоторой
мере.

Приведем два примера.

Пример 1. Пусть Сt — множество всех функций /,
обладающих следующими свойствами: а) множество задания

функции / принадлежит а-алгебре <3?Г; б) функция / непрерывна на

своем множестве задания; в) все значения функции /
неотрицательны.

Пусть f£Ct — функция, заданная на множестве Е(*<ЗН'>, и

пусть I/ = {(*!, хг, ...
, xv+i) б #v+1 : (хи х2, ...

, хч) £ Е,
О < *v+1 «^/(л:х, хг,..., a:v)} — подграфик функции /. Если *= 1,
Е=[а, Ь], то Гу—это хорошо известная читателю

„криволинейная трапеция" (рис. 4), если v = 2, то IV можно

представлять себе в виде „цилиндрического бруса" (рис. 5),
ограниченного сверху графиком функции двух переменных /, снизу

—

множеством Е, лежащим в плоскости (хи л:2). Можно доказать

(и это будет сделано в § 5), что I/£90i?v+1) т. е. множество 1/
измеримо по Лебегу, и потому имеет смысл ^Ч+1(ГД какова

бы ни была функция /£ С+.
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Рассмотрим множество L, состоящее из всех функций
/6 Ct, таких, что !\+1 (г/)< + °°> и положим

/(/) = t\+1(I>) (feL).
Проверим, что отображение J обладает свойствами 1) — 3),

которые в данном случае имеют совсем простой
геометрический смысл.

Начнем с условия 1).
Если Еъ Ехгл Е2— Л, Ex\-j Ег — Е, то, как легко

видеть, Г(/|£1) ^Г(/|£2)= Г(/), Г(/|£))лГ(^у= Аи потому

I\+i (Г/) =J(f)= J (/LeJ +^(/l£s)-

Рис. 6.

Условие 2) также легко проверить. Если f(x)^.g(x) при
всех х £ Е, то Г/СГ^, и условие 2) следует из монотонности

меры (\+1.
Условие 3), совсем очевидное, например, тогда, когда

множество Е есть прямоугольник (размерности v), проверяется
несколько сложнее в том случае, когда Е—произвольное
множество конечной лебеговой меры (эта проверка будет
выполнена в § 5 настоящей главы).

Итак, задача о вычислении меры подграфика приводит к

интегралу по мере Лебега.

Ниже мы покажем, что интеграл J, заданный на L = Ct,
действительно существует и что его можно распространить на

значительно более широкий класс функций.
Отметим, что множество L, рассмотренное нами, содержит

некоторые функции /, для которых подграфик
Гу—неограниченное множество (рис. 6, а, б).

Задача о мере подграфика очень важна и поучительна. Но

было бы заблуждением считать ее единственной задачей теории
интеграла.
Пример 2. Пусть 95?— <з-алгебра, состоящая из всех

подмножеств множества Rv, —

мера, рассмотренная в примере 2
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§ 2 гл. I (/^=1 при всех L состоит из всех суммируе¬
мых семейств вещественных чисел, заданных на подмножествах
множества R\ Если f£L,/задана на множестве £с/?’, то

положим J (/) — 2 /(£) (/—семейство, заданное на множестве Е).
£е ЕглЕ

Условия 1) — 3) выполняются—это хорошо известные свойства

суммируемых семейств вещественных чисел (добавление 2).
Таким образом, теория суммируемых семейств вещественных
чисел так же, как задача о лебеговой мере подграфика (на
первый взгляд ничего общего не имеющая с этой теорией),
приводит к интегралу по некоторой мере.

Теория интеграла имеет два аспекта.

Если заданная на измеримом множестве Е функция /
принадлежит множеству то число У(/\е) имеет смысл, каково бы

ни было измеримое множество е, содержащееся в множестве

задания функции/. Это число зависит, таким образом, и от

функции/, и от выбора множества е. Если фиксировать множество е,

то мы можем рассматривать отображение /-> У(f\e), т. е. изучать
зависимость интеграла от подынтегральной функции /.
Изучение этой зависимости—первый важный аспект теории интеграла.
Если же фиксировать функцию /, то возникает функция
множества e->J(f \е), называемая иногда неопределенным
интегралом от функции /. Изучение этой функции множества—второй,
не менее важный аспект теории интеграла. Этот аспект теории

интеграла связан с восстановлением некоторой функции
множества по ее плотности. Отсылая за точными формулировками
к основному тексту главы (§ 6), мы опишем здесь лишь очень

приближенную схему задачи.

Предположим, что дана мера р. (скажем, для определенности,

мера Лебега размерности три) и, кроме того, еще одна

функция множества X так же, как и [^, счетно-аддитивная, но не

обязательно неотрицательная. Эту функцию можно истолковать

как распределение электрического заряда, понимая Хе как

величину заряда, сосредоточенного на множестве е. В ряде

случаев можно говорить о „плотности“ распределения X

относительно меры |х, т. е. о такой „точечной44 функции /, что для

„малых“ (относительно меры р-) множеств е имеет место

приближенное равенство \e^f(x)^e, где х(<е. Значение f(x)
показывает, следовательно, величину заряда, приходящегося
на единицу объема в точке х.

Если поставить задачу об определении функции множества

по ее плотности /, то, при достаточно общих предположениях
относительно функции /, оказывается, что значение Хе может

быть получено при помощи той же самой конструкции

интеграла, о которой уже упоминалось выше, т. е. \e = J(f \е). Таким
образом, эта конструкция позволяет, исходя из данной меры
и данной „точечной" функции, образовывать новую функцию
множества.
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Многочисленные применения интеграла связаны в первую
очередь с последней его трактовкой. Дело здесь в том, что

хотя численные результаты наблюдений над физическими
объектами естественно истолковывать как функции множества,

аппарат математики гораздо лучше приспособлен для изучения

более простых „точечных4* функций. Интеграл же как раз и

открывает возможность перехода от функций множества к

„точечным
“

и обратно.
Не следует, однако, думать, что первый аспект теории

интеграла не находит себе применений. Приложения здесь,

пожалуй, даже более обширны, хотя в основном они относятся

к „чистой" математике, т. е. этот подход к понятию интеграла

обслуживает „внутренние" нужды математики и притом, как

правило, нужды более или менее „высоких" ее областей. В

полной мере с этой стороной дела читатель познакомится в

последующих курсах. В книге же указанному вопросу уделено
лишь немного места в § 4 этой главы и в гл. III.

§ 1. Определение интеграла

Конструкция интеграла использует аппарат так называемых

разбиений, развитию которого и посвящен в основном

настоящий параграф. Только после этого—в самом конце—мы дадим

определение интеграла.
1.1. Определение 1. Рассмотрим множество ££9)?*

Система т подмножеств множества Е называется разбиением*
этого множества, если

1) т — не более чем счетна;

2) каждое множество измеримо, т. е. Л £90?;
3) А г^В = Л для любых различных множеств Л,
4) E= UA.

Лет

Определение 2. Пусть о и т — разбиения одного и того

же множества Е. Говорят, что разбиение а мельче (или тоньше)
разбиения т, и пишут аЬ-т, если для каждого множества

можно указать множество содержащее А.
В силу условия 3) определения, если А=£=А, такое

множество В—единственно.
Пр едложение 1. Если о и т — разбиения множества Е,

причем а с-т, то, каковы бы ни были множества Л£а, В(*т,
справедливо по крайней мере одно из следующих
утверждений: А О В или Аг-\В— А.

Доказательство. Существует множество В ^х, такое,
что Ас,В'. Если В'ф В, то, по условию 3), В'глВ= А. Тем
более Аг\В= А.

Предположим по-прежнему, что разбиение а мельче

разбиения t. Возьмем какое-нибудь множество 5(«т и обозначим
символом множество сВ|.



Очевидно,

Предложение 2. Система ов представляет собой
разбиение множества В.

Доказательство. Проверим выполнение условий 1) —

4) определения 1. Условия 1) — 3) выполняются очевидным

образом. Займемся условием 4) и докажем, что B—\JA. На
Леа#

самого определения системы <зв вытекает, что В D 1М. Рассмот-
А

рим элемент х£В. Ясно, что х£Е, и, следовательно, в силу

условия 4) найдется множество А б о, включающее элемент х..
Так как х£Аг\В, то в силу предложения 1 должно быть
А С В, так что А £ ов, и поэтому х б U А.

Аеов

Предложение 3. Пусть о и

т — разбиения множества Е, причем — Е—

оЬх. Тогда a=U3B. Если, кроме того,
Вех

Л£с? то системы попарно не

пересекаются.
Доказательство.

<3
D

Ua£Cc. Если же множество А£о, то,

поскольку oht, найдется множество

содержащее А. Это означает, что А£ов
A 6UV

Вех

Далее, если Ви В2£х— различные множества и А £о
то, ввиду условия 3), имеем В^ гл б2 = Л, а так как А ЬВг и

А С В2, то А сВ1глВ2— А, т. е. А = Л.

1.2. Если х' и х"— два произвольных разбиения множества

Е, то, разумеется, нельзя утверждать, что одно из них мельче

другого: бывают и несравнимые разбиения (см. рис. 7). Но для
любых двух разбиений х' и х" множества Е существует
разбиение х, более мелкое, чем х' и х".

Определение 1. Если х' и х"— разбиения множества Е,
то символом т' V z" будет обозначаться система всех множеств

вида е'гле", где е'£х', е"£х".
Предложение 1. Если х', х"— два разбиения множества

Е, то система х' \/ х" есть разбиение множества Е, более
мелкое, чем х' и х":

-вСо при любом В£х. Следовательно, и

Рис. 7.

и, тем более,,

В, Г''аВ, ’

Х> \J х"<г-х".

Доказательство. Все элементы системы х' V х"

принадлежат множеству SD? (см. определение a-кольца гл. I, п. 1.6);
для проверки условия 1) заметим, что х' V х" представляет
собой систему всех членов семейства \е' г\ е"\ ((ее")6х/Хх").
Поскольку система х' X х" не более чем счетна (д. 1, п. 7)*.
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этим же свойством обладает и система ■ х' V (д. 1, п. 7).
Проверим условие 3), т. е. что различные множества из

системы х' V не имеют общих элементов. Пусть еи е3£х\ е2, е^х"
и пусть х £(е1 гл е2) гл (е3 г\ е4). Тогда e1 = ez, ибо разные
множества, входящие в х', не могут иметь общих точек; по

аналогичной причине e2= ei и е1гле2
—

еъс\е±. Наконец, обратимся
к условию 4). Опираясь на свойства операции объединения

i(cM. д. 1,. п. 6, свойство 6), будем иметь

U е— U е'гле"=и (U (е'гле")) =
ее х'V х" (е', е") ег'X е'ex' е" ех"

= (и (е'гл и е")) — и (е'^Е) = U е' = Е.
е'ex' е” ехп е'ex' е'ex'

Тот факт, что разбиение т/ V ^"-мельче, чем т' и т", очевиден.

1.3. Пусть /—функция, заданная по крайней мере на

множестве ££9}?* со значениями в промежутке [—оо, °°],
и пусть т — разбиение множества Е.

Условимся под символами 0*(+оо), 0-(— оо), (-|-оо)-0 и

‘(— оо)*0 понимать число нуль (д. 1, п. 1). Тогда с функцией
/ и разбиением т можно связать два числовых семейства:

{М(е)ре} (г£т) и \т(е) \хе] (e£t), где М (е) = sup/(я), т(е) =
хее

— inff(x). Иногда вместо М(е), т(ё) мы будем писать M(f, е),
хее

m(f, е).
Определение 1. Будем говорить, что разбиение *

множества Е допустимо для функции /, если оба эти семейства

суммируемы (д. 2, п. 1).
Определение 2. Если разбиение т допустимо для

функции /, то имеют смысл суммы семейств: 5 (/, т, Е) = ^ А1(е) ре
е е х

и 5 (/, т, Е) = У}т(е) |а£, причем обе эти суммы конечны. Они
еех

называются верхней и нижней суммами Дарбу,
соответствующими функции / и допустимому разбиению т множества Я.

Иногда, если это не может привести к недоразумению, мы

будем писать короче: 5(/, т), s(f, т), или даже так: sXe

Среди множеств, входящих в состав разбиения т, может

оказаться и пустое множество. Что бы ни понимать под М (Л)
и яг (Л) (по формальным соображениям следует положить

М (А) = — оо, /гг (Л) = + оо), произведения М(е)-р {е) и т (е)-\ье
будут равны нулю при е = А. Удаляя из разбиения т пустое
множество, мы получим систему т0, которая так же, как и т,

является разбиением множества Е. Ясно, что разбиения z и т0
одновременно допустимы или нет, причем в первом случае,
как вытекает из сказанного выше, 5=5. s„= s^.

X Т0 и- -о

* Это надо понимать так, что область определения функции / содержит
множество Е (см. д. 1, п. 3).
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Поскольку в этом и в следующем параграфах разбиения
будут нас интересовать лишь с точки зрения их допустимости
и величины сумм Дарбу, отмеченное обстоятельство
позволяет считать, что данные разбиения (не пустого
множества Е) не содержат пустого множества. Более того, если

ТЬ Т2
— разбиения множества Е Ф Л, то, допуская известную

вольность в истолковании обозначений, мы под т, V Ч будем
понимать разбиение (xiV'c2)\{i4 (разумеется, если пустое
множество входит в состав разбиения ^ V тг)- Множество всех

разбиений множества Е, допустимых для функции /, мы будем
обозначать символом T(f, Е).

Множество T(f, Е) может быть пустым. Так, например,
если (х£'=-[-оо, a f(x)= 1 при всех х£Е, то 7’(/, Е) = А.

Труднее доказать, что то же самое верно, если —

мера

Лебега размерности единица, а £' = (0,1], — ПРИ всех

•*6(0,1] (см. лемму 2 в п. 3.8 и лемму в п. 3.9). С другой
стороны, если \iE < -(- оо, а функция /, заданная на множестве Е,
ограничена, то все разбиения множества Е для нее

допустимы: ведь в этом случае числа \М(е)\ и \ т(е)\ не

превосходят sup|/(x)l, так что
х еЕ

2 I М (е) I Ре < SUP I/O*) I 2 V*= SUP I fit) | V-E < -f со;
eex xgE

eez

аналогичная оценка верна и для суммы 2/ т(е)\^е.
еех

У читателя может возникнуть вопрос: почему наряду с

конечными рассматриваются еще и счетные разбиения? Чтобы
понять это, рассмотрим функцию /, заданную на промежутке
Е— [0, -f- оо) равенством f(x) = 2

х

(^£[0, -f- °°)). В качестве

меры р возьмем меру Лебега |х1# Легко понять, что никакое

конечное разбиение не будет для этой функции допустимым.
Пусть в самом деле т — конечное разбиение промежутка
[0, +°о). В силу условий 3) и 4) + оо = (л1£,= 2 следова-

ее *

тельно, хотя бы одно из множеств е^х имеет бесконечную
меру, а так как M(f, е)>0 при любом гс[0, + °°), то по

крайней мере одно из чисел семейства {М (/, е)ре} (е(*х)
равно-j-оо, в связи с чем семейство не может быть
суммируемым. Между тем множество 7'(/, [0, + со)) допустимых
разбиений отнюдь не пусто. Ему принадлежит, например,
разбиение х, составленное из всех промежутков вида Гk, k-\-\)
(k = 0, 1, 2,...).

Молено было бы рассмотреть множество £= (0,1) (<ЭЕЯ = 901?1,

у- = ih) и функцию f'.f(x) = x
2

(хб£); и здесь ни одно

конечное разбиение не является допустимым, хотя точно так же

T(f,E)^A.
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Лемма 1. Пусть /—функция, заданная на мно¬

жестве Е. Если %' £Т (f, Е), a t" —разбиение множества Еу
более мелкое, чем то i" (<T(f,E)uS (/, т", Е) ^ S (/, t' Е),
s(f, < £)<*(/, Л £).

Иными словами, при измельчении разбиения его

допустимость для данной функции не нарушается, верхняя сумма
Дарбу не увеличивается, а нижняя—не уменьшается.
Последние неравенства имеют простой наглядный смысл, который
читатель легко уяснит себе из рис. 8.

Рис. 8.

Доказательство. Вспомним, что х"=и^, причем
— = - =

в°еХ'
°

= если е0, eQ£i' и е0фе0.

Рассмотрим два числовых семейства: {e£t") и \Т(е)\
(е^т."), где t(e) = m(e0) ре, Т(е) = М (е0)ре, если е£х", <?0£т'
и еае0. Ясно, что если е0£т\ ef*^, то m(e0)^.m(e)^M (е)<[
*^.М(е0), и потому

1{е) — т (е0) ре ^ т (е) • ре ^ М (е) pet^M (е0) -ре=Т(е) (1)

при любом efc'i".
Семейства {t(e)\ (e£t") и jТ(е)\ (е£х") суммируемы. Это

вытекает из замечания к следствию предложения 6 (д. 2, п. 4).
Действительно, при каждом е0(*х' либо т(е0)ре^>О при всех

е€Те„’ либо т(г0)це<0 при всех Семейство \т(е0)-ре}

(eQ\) суммируемо при каждом е0£х':

2 ГП (е0) ре
—

т (е0) 2 ре— т {е0) ■

ре0.

е0

Кроме того, 2 т(ео)\>-е

и из суммируемости семейства {т (е0) • ре0] (е0(*х')
следует суммируемость семейства j 2 т(еь)Ре\ (^о€т0- Зна-

\т(ей)\рей при любом е0(*х\
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чит, применимо упомянутое выше замечание, и семейство

{t(e)\ суммируемо, причем

2 t(e)= 2 2 »Фо)}^=2 m(e0)pe0 = sX'.

еет

е0

Точно так же убедимся в суммируемости семейства [Т{е)\
(е£х") и в равенстве

2 T(e)=Sv.
eez"

Теперь из неравенств (1) следует (согласно предл. 3

(д. 2, п. 4)) и суммируемость семейств [т(е)-^е\ (е£х"),
{М(е)реj (е^х"), и неравенства

*.= 2 t(e)< 2^(^)K<S ^(e)i*e<2 W= (2)
гех* eex* ^ex" £ex"

т. e.

ST- < ST" < St* ST '
.

Лемма доказана.
1.4. Лемма 2. Пусть Е£9Я и пусть функция / задана по

крайней мере на Е. Если T(f, Е)=^=АУ то

— ОО < sup s(/, х, £)< inf S(/, X, £)<-f со.
Т eT(f,E) zeT(f.E)

Доказательство. Пусть х1; х2^7'(/, Е). Тогда,
очевидно, — оо < St,, St2<-f-oo. Рассмотрим разбиение XiV^ (см-
п. 1.2). Оно мельче, чем \ и х,, и потому допустимо для

функции / —это следует из леммы 1. Из этой же леммы

следует, что

St, St,Vt2,

St,Vt2 St2.
Но нижняя сумма Дарбу, конечно, не превосходит верхней

суммы, отвечающей тому же разбиению, так что

St, V т2 S-t, V т2*

Теперь ясно, что st, < Sb каковы бы ни были х1? х2^7'(/, Е).
Последнее неравенство показывает, что при любом х2£ T(f, Е)
число St, является верхней границей числового семейства {sT}
(х0 7’(/, £)), и потому

— оо < sT < sup St<St2<C + oo. (3)
теГ(/,Я)

Значит, число sup sT есть одна из нижних границ числового

семейства {STi} (х26^(/. £)), и

— со < sup St < inf St ^ St2 < + СО. (4)
те Г (/, Е) теТи,Е)

Из неравенств (3) и (4) следует утверждение леммы.
1.5. Пусть, как и выше, множество Е принадлежит

о-алгебре 9)?, /—функция со значениями в промежутке [— оо, оо],
заданная по крайней мере на Е.
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Определение 1. Если Т (/, Е)Ф Ли

sup s(/, т, £)= inf 5(/, т, Я), (5)
те T(f,E) хеТ {f,E)

то функция / называется суммируемой на множестве Е по

мере [а, а число sup 5 (/, т, Е) —: интегралом по множеству
те T(f,E)

Е от функции / по мере Это число обозначают так: J /rfjx.
Е

Определение 2. Если -о-алгебра всех подмножеств

множества R\ измеримых по Лебегу, а —

мера Лебега, то

интеграл j>nv (£6^’) называют v-кратным интегралом Ле-
Е

бега, а функцию / — суммируемой по Лебегу. Если v = 2 или 3,
то интеграл Лебега называют двойным или, соответственно,

тройным интегралом. Если v = l, то интеграл Лебега часто

записывают так: jjf(x)dx, при v = 2—§§ f(x, y)dxdy, при
Е Е

v = 3 — z)dxdydz, и т. д. Если Е=[а, р] — про-
я

■

межуток, то вместо | f(x) dx часто пишут J f(x) dx*
[а,р]

Из определения интеграла сразу следует, что если /
суммируема на множестве Е, а i£T(f, Е), то

s(/, X, £■)< X, Е). (6>
Я

Несколько слов в связи с обозначением интеграла. Из

определения ясно, что об интеграле J/tfp имеет смысл гово-

Е

рить в том случае, когда известны три вещи: множество Еу
принадлежащее о-алгебре 2J?, функция /, заданная по

крайней мере на множестве Е, и мера заданная на а-алгебре 9Л.

Поэтому участие буквы л; в обозначении J / (х) dx /"так же,

как и буквы у в обозначении J J/С*, y)dxdy\ может быть не-

Е 1

понятным. В действительности эта буква в данном случае

* Тот же символ j f(x) dx употребляют и для обозначения интеграла
а

по промежутку иного типа с теми же концами a, fJ: j* f(x)dx, J f(x)dx
[а, P) («. P)

(CM. § 2).
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ничего не обозначает, ее можно заменить любой другой

[например, Jf(t)dt, [f{bi)dbi\ или вообще не писать. Пишут
V Е Е /

ее в основном по традиции, восходящей к создателям

интегрального исчисления. Кроме того, такая запись иногда

бывает удобной по чисто техническим причинам.
1.6. Критерий суммируемости, о котором идет речь в

теореме 1 (1.11), будет нам полезен для вывода простейших свойств,

интеграла.

Теорема 1 (1.11). Пусть Е^ЧЛ, функция / задана по

крайней. мере на множестве Е. Для того чтобы функция /
была суммируемой на
множестве Е, необходимо и

достаточно, чтобы для любого числа
е > 0 существовало такое

разбиение х £ Т (/, Е), что

S(f, х, E)-s(f, т, £)<s

(или, короче, Sz — sT<>).
Это утверждение означает,

грубо говоря, следующее: функция /
суммируема на множестве Е в том

и только в том случае, когда „за-
зор“ между входящей и выходящей фигурами на рис. 9 за-

счет выбора разбиения может быть сделан сколь угодно малым

(по площади).
Доказательство. Необходимость. Если функция /

суммируема на множестве Е, то для любого положительного

числа е существует такое разбиение тx£T(f, Е), что

так как J7di*
Е

{S,

Рис. 9.

есть точная нижняя граница

числового семейства |^>т) (t£T(f, Е)). По аналогичной
причине (см. определение 1, и. 5) существует разбиение х2£ T(f, Е),

такое, что j Но 5тг<^11ут1<^&1ута<5Т1 (см- лем‘

Е

му 1). Поэтому суммы 5T,VT.
••

. сfdp -j- -

и sTiVt2 содержатся в промежутке

и, значит, в качестве разбиения
LЕ е J

z£T(fy Е), для которого St — sT<s, можно взять ^ V т2*

Достаточность. Если условие теоремы выполнено, то

T(f, Е)ф А. Проверим, что выполняется равенство (5). С этой

целью, взяв произвольное число £>0, найдем такое

разбиение *0£T(f, Е), что 5т0 —5То<в. Но ведь



(см. лемму 2, п. 1.4). Поэтому
0< inf 5т— sup —

sTo < е,
те Т (/, Е) т е Г(/, Е)

каково бы ни было положительное число s. Значит, inf 5Т —
А теГ(/,Я)

—

sup sT= 0, и теорема доказана.
теГ(/,Е)
Замечание 1. Пусть Е) и 5(/, х, Е) —

— s(f, х, Е)< в. Если т'$-т, то Е) и S(f, х', Е) -
-s(f, V, £)<е.

Доказательство. Включение х'£7(/, Е) следует из
леммы 1 п. 1.4. Из этой же леммы следует, что если в

разности S(f, х, Е)—s(f, х, Z?) разбиение х заменить более
мелким разбиением х', то уменьшаемое не возрастет, а

вычитаемое не уменьшится, так что и разность не возрастет.
Замечание 2. Пусть функция / такова, что существует

разбиение х^7'(/, Е), для которого S(f, х, E) = s(f, х, Е).
Тогда функция / суммируема на множестве Е, и 5(/, х, Е) =
= s(f, х, £) = j/^.

Е

Доказательство. Это утверждение непосредственно
следует из теоремы и неравенства (6).

Это замечание позволяет решить вопрос о суммируемости
так называемых ступенчатых функций.

Определение 1. Пусть х — разбиение множества Е£9Л.
Если функция /, заданная на множестве Е, постоянна на

каждом множестве е£х, то / называется ступенчатой функцией.
Предложение 1. Пусть /— ступенчатая функция и

пусть с (е) — значение, которое функция / принимает во всех

точках множества е£х. Если числовое семейство {с(е) (ле|
(е€х) суммируемо, то функция / суммируема на Е по мере jj.

и | /dp— ^с(е) ре.
Ееет

Доказательство. В этом случае х£ Г(/, Е) и s(f, х, Е) —

—S (/, х, Е) = ^с{е)^е, а в силу неравенства (6) s(f, х, Е)~ f/rf}»..
е ex Е

Су1ммируем0сть семейства {с(е)ре} (е£х) не только

достаточна, но и необходима для суммируемости ступенчатой
функции /. В этом мы убедимся позже.

Следствие 1. Если функция / постоянна на множестве

Е£9Я и если произведение с^Е конечно (с — значение

функции /), то / суммируема на множестве Е и J fdy. — су-Е.
Е

Предложение 2. Для того чтобы функция /, заданная

по крайней мере на множестве была суммируемой на

Е по мере р, необходимо и достаточно, чтобы существовала

последовательность разбиений {хл}”=1, обладающая
следующими свойствами:
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1) Х„€П/, Е) («=1,2,...);
2) тл+1 с~хп (fi — 11 2, .. . );
3) S(f, х„, E) — s(f, х„, Е)—*0.
Если {х„}“=1 — последовательность разбиений, обладающая

свойствами 1) и 3), то lims(/, х„, £) = HmS(/, хя, E)=\fd\>..
П-у оо Л->оо £

Доказательство. Достаточность очевидна даже без

условия 2). Докажем необходимость.
Необходимость. По_ теореме I при любом

натуральном п существует разбиение хй£ T(f, Е), такое, что S(f, хп, Е) —

— s(f, х„, Е)^-~. Пусть теперь х, = хь ха = х,, V ^ х3=х2\/х3,

T-n+t — zn V хп+1 (л=1, 2, ...). Все разбиения хл допустимы, так

как хл£-хп, а х„бГ(/, £) (см. лемму 1). В силу замечания 1

S(f, х„, E)-s(f, х„, £)<S(/, v E)-s(f, х„, £)< J-.Ясно
также, что хп+1^х„. Если хя — последовательность разбиений,
обладающая свойствами 1) и 3), то из (6) следует, что

каждая из последовательностей {&я}“ имеет пределом

число

Е

Свойство 3) из предложения можно записать несколько

иначе, используя понятие колебания функции на множестве.

Определение 2. Если /—функция, заданная на множестве

Е, то колебанием функции / на множестве е, содержащемся
в множестве Е, мы назовем число «>(/, е) = М (/, е) — m(f, е),
если эта разность имеет смысл, и равное нулю в противном
случае.

Число <о (/, е) показывает, грубо говоря, на сколько сильно

могут отличаться друг от друга значения, принимаемые
функцией / на множестве е. Равенство <*> (/, е) = 0 означает, что

функция / постоянна на множестве е.

Если теперь т£Г(/, Е), то S(f, х, Е) — s(f, х, Е) =
= 2'°(/1 e)v-e. В самом деле, ввиду суммируемости семейств

ее х v

{М (/, е)-ре\ (е£х) и {m(f, е)-це} (е£х) каждое произведение

М(е)-[>.е и т(е)-ре (е£х) конечно. Следовательно, если

М(е)=± оо или т(е)—± со, то необходимо должно быть

це —0. Поэтому, обозначая х*= [е£х:\т(/, е) |, \M(f,e)\<
<-J-co), будем иметь

Sz=^M(f, е).ре = %М(/, е)ре;
еех еех*

sT=2m (/> e)l*e-=S/»(/, e)v-e.
еех еех*
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Но тогда

S(f, т, E)-s(f, х, Я) =2 (Щ/, е)-/я(/, е))-к =
е е х*

=2>(/, е)к=1Х/. е)-к.
еех* ^ех

ибо для е£т\т*, как указывалось, ре = 0 и и>(/, е)-ре= 0.

Поэтому свойство 3) из предложения можно было бы

сформулировать так:

lim
ос

Замечание 3. Если функция / на множестве е не

принимает бесконечных значений, то

ш(/, е)= sup {f{x)—f(y))— sup \f(x)—/(y)|.
(x,y)eexe (x,y)eexe

Доказательство. В самом деле, f{x) М (<?), —/(у) <
^ — tn(e) при любых х, у£е. Числа М (е) и т(е) не могут

быть одновременно равными .-{-со или — оо. Поэтому

f{x)—f(.y)<zM{e) — m(e),

sup (f(x)—f(y))^M(e) — m(e).
(х,у)еехе

С другой стороны, существуют последовательности {л:р)^=1;,
1Ур}^=1> все члены которых принадлежат множеству е, такие,

что lim f (xp) = M{e), lim f(yp) = m(e).
p -* во p -*■ oo

Применяя теорему о пределе разности (что законно, так как

разность М (е) — т(е) имеет смысл), видим, что

f{xp)—f{yp)-jitM{e) — m{e), и тем самым М(е)— т(е) —

= sup (f(x)—f(y)).
(х, у)ееХе

Тот факт, что последний supremum равен sup |/(л)—f(y) |,
(х,у)еехе

очевиден.

Разумеется, теорему 1 можно теперь сформулировать так:

„Для того чтобы функция / была суммируема на

измеримом множестве Е, необходимо и достаточно, чтобы для
любого числа е>0 существовало разбиение Е), такое,
что 2 10 (/> £)-[*£<е.“ Это утверждение позволяет следующим

еех

образом очень грубо охарактеризовать свойство функции быть

суммируемой: суммируемость функции на множестве Е означает,
что Е можно разбить на такие измеримые подмножества е, что

произведения | т(е) \-ре, \ М (е) и со (е) ре не слишком велики.

Это значит, что если на множестве е функция очень велика
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или слишком сильно меняется, то мера такого множества
мала. Иногда такое разбиение можно найти, выбирая
множества е не слишком разбросанными, т. е. так, чтобы любые две
точки х, у(<е находились на малом расстоянии друг от

друга. Такой выбор разбиения полезен, конечно, для

функций, которые мало меняются на множествах малого диаметра,
т. е. для непрерывных функций.

Переходя к точному изложению, сформулируем
следующий факт.

Теорема 2 (1 .II). Пусть К — ограниченное замкнутое
множество точек пространства R4. Тогда любая функция,
непрерывная на множестве К, суммируема по мере Лебега
на этом множестве

*

Доказательство. По теореме Вейерштрасса, всякая

функция /, непрерывная на К, ограничена на К, и потому
любое разбиение К допустимо для /. Взяв теперь
произвольное число е > 0, на основании теоремы Кантора мы найдем
такое число 8 > 0, что | f (х)—/(y)|^s при любых х, у£К,
удовлетворяющих неравенству ||x — y||v<8 (д. 3, п. 5). Пусть
теперь х — любое разбиение множества К, состоящее из

множеств диаметра (д. 3, п. 5, определение 2), не

превосходящего 8.
Разбиение т можно построить следующим способом.

Возьмем прямоугольник Р= [а, р) X .... X [а, Р), содержащий
множество К (<*, £ £R)- Выберем натуральное число п столь

большим, что

*=!<£ (/-1.2 V).

Ясно, что

[в,-р)=ид, (/=1, 2, ...
, V),

5 = 1

где

Д,= a + (s~
>

a + s‘J^rL) (s = l. 2, ...
, п).

Пусть S], s2, ...
, sv—натуральные числа, не

превосходящие п. Обозначим прямоугольник ДX . . . X через

P(s,,...,sa. Тогда U PS = P и K=\J Ks, гле s=(sl,s2, ..., s,)V1 ’ '

леК;гх. . .XNn
V V*

и Ks= Psr'K‘ (N„ определено в д. 1, п. 1). Заметим

теперь, что diam Ps < о, и тем более diam Ks < 8. Кроме того,

множество Ks измеримо (ведь Л'б'ЭО'Г, будучи замкнутым
* На самом деле, в теореме 2 можно было бы говорить не о мере

Лебега, а о любой мере ku, заданной на 93Г и такой, что \хК < + со (см. ниже

лемму 1 в п. 3.8).
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множеством, и прямоугольник Ps также принадлежит

a-алгебре SEJT). Наконец, /V п> PS* = A! если s'=£s", и потому KS’ г\

r^Ks’ — A-, если s'=^s". Итак, система множеств семейства

{/Q (s 6 Nn X • •. X N„) — требуемое разбиение т множества К.
v

При любом е£х ш(/, е)^е и ^(»(/, ё) р^е ^ е 2 |\£ = ^„АГ.
еех еех

Теорема доказана.

В частности, всякая функция, непрерывная на сегменте

[л, Ь]С/?1, суммируема на этом сегменте (по мере Лебега).
Но далеко не всегда сумму е)’Ре можно сделать

еех

малой, разбивая множество Е на множества малого диаметра.
Рассмотрим, например, так называемую функцию Дирихле.

Эта функция / задана на промежутке [0,1] следующим
образом: f(x) = 0, если л6[0. 1 ] и x£J, где У — множество всех

иррациональных чисел, содержащихся в промежутке [0,1],
f(x) = 1, если х(*[0, 1] \У. Тогда при разбиении множества

Е— [0, 1 ] на сколь угодно малые промежутки

2ш(/> е)м*)=1-
е ех

Но зато эта сумма сразу станет равной нулю, если разбиение %

будет состоять из двух множеств, „разбросанных" по всему
E:x — {J, [0, 1]\У} (напомним, что множество всех

рациональных чисел, а с ним и множество [0,1]\У, счетно (д. 1, п. 7,
предл. 5)), и потому ^([0,1]\У) =0.

Этот пример убедительно показывает, что в приводимых
нами в этой главе иллюстрациях есть один существенный
недостаток: множества е, принадлежащие какому-нибудь
разбиению х, в случае п= 1 изображаются в виде промежутков. На
самом деле, желая изучать любые суммируемые по Лебегу
(а не только непрерывные на промежутке) функции, мы

обязаны рассматривать разбиения, состоящие из любых измеримых
по Лебегу множеств. Но нарисовать произвольное измеримое
множество трудно! Этим и вызван отмеченный дефект наших

иллюстраций.
К вопросу о признаках суммируемости мы вернемся в § 3.
Определение 3. Пусть Е) и пусть {;<,} (££х) —

семейство точек множества Е, такое, что при каждом

е £ х. Такое семейство £ будем называть оснащениемразбиения т.

Легко видеть (см. предл. 3, д. 2, п. 4), что числовое

семейство {f{te)-pe\ (^бх) суммируемо, так как m(f, е)*к^
■</(|е) ре < М (/, е)-ре при всех e(*i, и разбиение т

допустимо: Г(/, е). Сумма этого семейства называется интеграль¬

ной суммой (или суммой Римана), соответствующей разбиению т

и оснащению %. Мы будем обозначать эту сумму символом
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0 (/, г> ^)- Понятие интегральной суммы легко

проиллюстрировать на чертеже (рис. 10), где площадь заштрихованной
фигуры равна сумме Римана. Оказывается, что интеграл от

суммируемой функции является в некотором смысле пределом

римановых сумм. Точный смысл этого утверждения таков.

Предложение 3. Если функция /суммируема на

множестве Е, то для любого положительного числа е существует
такое разбиение хе £ T(f, Е), что для любого разбиения -с £ Т (/, Е),
более мелкого, чем х и для

любого оснащения I
разбиения х выполнено неравенство

-(/, X, Е)~ Уdp «С£.

Доказательство. В
качестве хе можно взять

разбиение, о котором говорится в

теореме 1 (1.11), т. е. такое

Ts € Т (/, Е), что при всех

т£-хе выполнено неравенство

ST — sT^s (см. замечание 1).
Очевидно, что при любом оснащении ? разбиения т

^<а(/, х, I, £)< Sx.

В силу неравенства (6) | /rf|j.£|sT, ST], и наше утверждение
. Е

доказано.

Учитывая предложение 2, можно сказать и так: если

функция / суммируема на множестве Е, то для любой последовав
тельности {тл}л=), обладающей свойствами 1) и 3) из

предложения 2, всегда оказывается Ншо(/, тя> |л, Е) = ^ fdp, ка¬

кова бы ни была последовательность {£Л}Т=1
биений тя.

оснащений раз-

§ 2. Элементарные свойства интеграла

Теперь мы приступим к выполнению программы,
намеченной во введении: будем изучать зависимость интеграла от

подынтегральной функции (теорема 2) и зависимость интеграла
от множества интегрирования (теорема 3). Но начать нам

придется с исследования овойств интеграла, связанных с

множествами меры нуль.
2.1. Рассмотрим какое-либо множество Е, содержащееся в

множестве R\ Обозначим через Р некоторое свойство такого

рода, что высказывание: „элемент х обладает или не обладает
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свойством Я" имеет смысл для любого х(*Е. Это означает,
что в нашем распоряжении имеется возможность для каждого

данного элемента х£Е установить, будет ли упомянутое
высказывание истинным или ложным.

Определение 1. Предположим, что существует
множество е, содержащееся в множестве Е, такое, что ^= 0, причем
любой элемент xQE\e обладает свойством Я, т. е. все

элементы, которые не обладают свойством Я, входят в множество

е. В этом случае говорят, что почти все элементы множества

Е обладают свойством Я, или также что почти всюду (почти
везде) на Е имеет место свойство Я. В конкретных ситуациях
часто применяют сокращенные формулировки. Так, например,
если на множестве задана вещественная функция /, то вместо

того, чтобы сказать „почти все элементы х£Е обладают тем

свойством, что число f(x) конечно", употребляют выражение
„функция / почти всюду на Е (или почти на всем Е) конечна"
(это утверждение означает, что р. {лс 6 E'f(x) = ± 001=0).

*

Следует иметь в виду, что термин „почти всюду"
предполагает наличие меры, и содержание этого термина
определяется рассматриваемой мерой. В тех случаях, когда

отсутствие упоминания о мере может привести к недоразумениям,

мы будем говорить „почти везде относительно меры jt“.
Теорема 1 (2.II). Пусть Е— измеримое множество и / —

вещественная функция, определенная по крайней мере на Е.

Тогда

а) если функция / суммируема на Е, то / конечна почти

везде на Е, т. е. |х {х £Е: |/(л:)| = + оо) =0;

б) если рЕ= 0, то fсуммируема на Е по мере ['• и \ fdn = 0;
Е

в) пусть множество Е0сЕ, причем рЕй — 0. Пусть
функция g задана по крайней мере на множестве Е\Е0 и / (х)

—

— ё (х) пРи всех х(*Е\ Е0. Если одна из функций f или g

суммируема (соответственно на множестве Е или Е\Е0),
то суммируема и другая. При этом f gd\i — [ fdp.

Е\Е0 Ё

Доказательство, а) Мы докажем, что если для

функции / имеется хоть одно допустимое разбиение; х множества Е,
то / почти везде конечна. Требуемый результат вытекает

отсюда, так как для суммируемой функции согласно

определению 1 из п. 1.5 множество T(f, Е) всех допустимых
разбиений не пусто.

Итак, пусть т — допустимое разбиение множества Е.
Обозначим через х0 систему всех множеств Л, входящих в

разбиение х, таких, что хоть одно из чисел М (/, А) или

т (/, Л) — бесконечно. Поскольку семейства {М (/, Л) (аД ) (Л £ т)
* Напомним, что мера всегда предполагается полной, если не оговорено

противное,
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и \m{f, А) |хА) (А £т) суммируемы, произведения М (/, А)рА
и т (/, А) [аА конечны для любого А б * Если А б хо> т. е. если

М (/, А) или от(/, А) равно ± оо, то в силу только что

сказанного должно быть (jA =0. Понятно, что и множество е
— (J А

Летп

также имеет меру нуль (см. предл. 1 и 2 из гл. I, п. 3.3).
Пусть Существует множество А0£х, включающее

элемент х. Поскольку х£е, множество А0 не может входить

в систему т0; следовательно, числа т (/, А0) и М (/, А0)
конечны. Но m(f, A0)^.f(x)^.M (/, А0), так что конечным

оказывается и / (л).
Таким образом, число f(x) конечно, каков бы ни был

элемент х£Е\е. Иными словами, функция / почти везде на Е

конечна.

б) Так как то при любом разбиении т множества

Е любое из множеств е£ х (поскольку оно содержится в Е)
также имеет меру нуль. Следовательно, числовые семейства

{М{е)\>е} (tf£x) и {т(е)\>е} (е£х) состоят только из нулей
(см. соглашение в п. 1.3 насчет произведений + оо-0 и — оо-0),
и, значит, все разбиения множества Е допустимы для функции /.
Далее очевидно, что любая сумма Дарбу (как верхняя, так и

нижняя) равна нулю. Тем самым функция / суммируема и

Е

в) Пусть, например, функция g суммируема на множестве

Е1 = Е\Е0. Взяв число е > 0, мы на основании теоремы 1 (1.11)
сможем подобрать такое допустимое (для функции g)
разбиение множества Ег, что

S(g, £,) — s(g, хь s. (1)

Рассмотрим далее систему х, состоящую из всех множеств,

входящих в хь и множества Е0. Система х, как нетрудно

показать, является разбиением множества Е. Остановимся на

проверке только условия 4) из 1.1. Имеем

иЛ= £,#и U^ =£0u£1 = £.
Лет Л 6 Tj

Докажем, что разбиение х допустимо для функции /.
Рассмотрим множество А £х. Если А = Е0у то ввиду того, что

будет М (/, Е0) (jE0 = m(f, Е0) рЕ0 — 0. Если же А ф £0,
то A£xt и, следовательно, A<zEv Стало быть (по условию
f(x) = g(^) для всех х^Е,), M(f, A) = M(g, А) и т (/, А) =
= m{g, А).

Таким образом, семейство {М (/, А)[аА) (А £х) отличается

от семейства {/И (g, А) {хА} (A £xi) лишь одним
—

нулевым
членом и поскольку второе из указанных семейств суммируемо,
суммируемо и первое. Кроме того,
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S{f, £) = !>(/, A)\lA =M (/, £0)^o + 2 M(f> A^A =
Aer A 6Tj

= >OM=Ste, xb £x). (2)
Aerl

Аналогично устанавливается суммируемость семейства

[т (/, Л)цЛ} (Л£х) и равенство

S (/,*,£) = «(£, v £i). (3)

Подставляя (2) и (3) в (1), получим

S(f, х, E)-s(f, х, £)<е,
а это позволяет заключить о суммируемости (на Е) функции/.

Ввиду того что

s(f, X, E)^]fdp^S(f,x,E),s(g,xvE1)^^gdp^S(g,x1,E1),
Е Е

то, снова учитывая (1), (2) и (3), можем написать | fdy. —

J gdv что вследствие произвольности е может быть

лишь в случае, когда jfdp = J gdp.
Е £,

Предположим теперь, что суммируема (на множестве Е)
функция/. Взяв опять число б>0 и снова воспользовавшись

критерием теоремы 1 (1 .II), найдем такое допустимое (для
функции /) разбиение х множества Е, что

5(/, х, E)-s(f, х, £)<е.
Обозначим через х0 систему, состоящую из множеств Е0 и Ех

—

= Е\Е0: х0 = {£■„, fj}. Нетрудно проверить, что х0
— это также

разбиение множества Е. Согласно лемме 1 из 1.3, разбиение
х —х\/х0 допустимо (для функции /), причем

5(/, х, E)-S(f, ~х, E)<S(f, х, E)—s (/, х, £)<е. (4)

Рассмотрим какое-либо множество Л (< х. Так как разбиение

х мельче разбиения х0, то должно быть либо АаЕ0, либо

Лс^х (см. п. 1.1, предл. 1). В первом случае, поскольку
у.Ей = 0, будет и р.Л = 0, так что

tn(f, А)рА = М (/, А) (j-Л = 0. (5)

Если же A(ZElt то, как и в первой половине

доказательства,

m(f, А) — т (g, Л), Af(/, A) = M(g, А). (6)
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Введем систему \ множеств разбиения х, содержащихся в

множестве Ех: Xj = |л £ т : Лс . Согласно сказанному в п. 1.1

(предл. 2), Xj представляет собой разбиение множества Ev

Так как х — допустимое разбиение множества Е, то

семейства {M(f, А)-рА\ (Л£х) и {m(f, Л)-(лЛ) (A(jx)
суммируемы. Следовательно, в силу (6) будут суммируемы и семейства

\M(g, Л)рЛ} (Л 6 хi); {m(g, Л)^Л} (А (5т,) (см. д. 2, п. 2), а

это означает допустимость разбиения х1# Учитывая еще
равенства (5) (для функции /), будем, кроме того, иметь

S(f, ~^Е) = 2<М(/,А)рА = 21М (g, А) (j-Л +
— Лет,

Лет

+ 2 ^(/- A)v.A= 2iM(g, A)v.A = S(g, хь EJ
ЛеTj

Лет \т

и, аналогично, s(/, т, E)=s(g, ть EJ. Таким образом,
ввиду (4), S (g, тА, Ег) — 5 (g, хь £\) < s, откуда и вытекает

суммируемость функции g.

Равенство j fdp =
Е

■

Ех

доказанного в первой части п. в) (впрочем, не сложнее и

непосредственное доказательство).
Теорема доказана.

Определение 2. Пусть / и g — функции, заданные по

крайней мере на множестве Е (EaRv). Если функции fug
принимают равные значения в почти всех точках множества Ег
т. е. если существует множество Е0аЕ, такое, что {j.Z:0 = 0 и

f(x)—g(x) при всех х£Е\Е0, то говорят, что функции /и g
эквивалентны на Е. Обозначаться это обстоятельство будет так::

f~g (на Е).
Доказанная теорема имеет важное следствие.

Следствие. Если/г и /2 — функции, эквивалентные на

множестве Е(Е£ 30?), то суммируемость одной из них на

множестве Е влеяет суммируемость другой на множестве Е и

равенство ffAp — f
E

2
E

Доказательство. Из определения эквивалентности

вытекает, что существует множество E0(zE, такое, что [AZf0 = O
и fi(x)=f2(x) при всех х£Е\Е0.

Предположим, что функция /, суммируема на множестве Е_
Полагая в п. в) теоремы /=/и g —fi UX£0» получим, что /j

суммируема на множестве Е\Е0, причем J" fidp — J Adp.
Е Е\Е0
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Применяя опять утверждение п. в), беря на этот раз в роли /
функцию /2, а в качестве g

— функцию /ilfX£-> убедимся в

суммируемости на множестве Е функции /2. При этом

I fid? — | fjdp, что вместе с предыдущим приводит к ра-
е г. ../г,,

венству jfjdp = j fxd\i.
E E

Пункт в) только что доказанной теоремы позволяет дать

определение суммируемости и интеграла для функций,
заданных не всюду, а лишь почти всюду на множестве.

Определение 3. Пусть функция /задана по крайней
мере на множестве E^Wl и пусть ЕОЕг, \>.(Е\Е1) — 0.

Тогда мы будем говорить, что функция / задана почти везде

на множестве Е.

Таким образом, если функция / задана почти везде на

множестве Е, то Е не обязано содержаться в множестве задания

этой функции.
Определение^ Мы будем говорить, что функция /,

заданная почти везде на множестве Е (Я £ 9)?),--суммируема
на этом множестве по мере (*, если функция / суммируема на

множестве Ех (см. определение 3) по мере н- (в смысле

определения 1, п. 1.5), а интегралом от функции/по множеству Е

будем называть число j fdp. Множество всех функций, сум-
е,

мируемых на множестве Е по мере мы будем обозначать
символом L (Е, [*).

Определение 4 корректно. Во-первых, в том случае, когда
множество Е содержится в множестве задания функции /, мы
приходим к прежнему определению интеграла; во-вторых,

определение 4 лишь по видимости зависит от выбора множества Ех.
В самом деле, если Е2 — какое-нибудь другое множество,

содержащееся в множестве задания функции / и такое, что

E2czE, (а (Е\Е2) = 0, то в силу пункта в) теоремы интегралы

jfdp и j/flfy. существуют или не существуют одновременно
Е; Е2

и если существуют, то равны друг другу.
Понимая интеграл от функции / по множеству Е в

определенном выше смысле, мы будем использовать для его

обозначения прежний символ \fdv-, поскольку в случае, когда
Е

область определения функции / содержит не только

множество Еъ но и множество Е, интегралы J fdp и J* fd\i в силу
Е

ягункта в) теоремы существуют одновременно и, когда

существуют, равны друг другу.
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2.2. В следующей теореме выясняется, какие заключения

можно сделать о суммируемости и интеграле линейной

комбинации суммируемых функций, модуля суммируемой
функции, и даются простые оценки интеграла.
Определение 1. Пусть/— функция, заданная на

множестве Е. Рассмотрим функции /+ и /", заданные на множестве

Е равенствами

/+ (•*)= шах {/(а:), 0), f~(x) = шах { —f(x), 0) (х£Е).
Первая из них называется положительной, а вторая

—

отрицательной частью функции /.
Легко видеть, что f(x) =f+ (х) —/~ (х), |/(х) | =/+ (х)+/~ (х)

при всех х б Е и что /+(х) = JZWJjbOfL
, /- (*) =1М№ ;

если х££ и правые части этих равенств имеют смысл.

Теорема 2(2.11). а) Пусть /х и f2dL (Е, (х). Тогда /,+Аб

£1(Е,р) и j [fx +/2)ф = J“fxdp + j f%dp.
Е ЕЕ

.6) Пусть f(+L(E, [а)-, а£ (— оо, + °°). Тогда а/££(/:, (а)

и J (а/) dp —а §fdp.
Е Е

в) Если f£L(E,p) и k <f(x)< К при почти всех х£Е,
то k-vE^]fdp^K-v>E.*

Е

г) Если f£L(E, р.) и f(x)> 0 при почти всех х£Е, то

§fd?> 0.
£

д) Если /, g£L(E, [а) и f(x)^Cg{x) при почти всех х£Е,
то и<ь < J gdp-
ЕЕ

е) Если f£L (Е, р), то |/|, /+, f~£L (Е, р) и I
• Е I

< Л/I <*!*.**
Е

Доказательство, а) При доказательстве первого
утверждения следует иметь в виду сказанное в предыдущем пункте.

Сумма fx (x)-\-f2(x) при некоторых х£Е может не иметь

смысла, так как одно слагаемое может равняться -j- оо, а

второе
— оо. Но эта сумма имеет смысл во всяком случае на

множестве Е=Е\[х £Е: |/, (х) | = |/2(х) | = + оо}, т. е. почти

везде на Е, так как функции и /2, будучи суммируемыми
на Е, принимают бесконечные значения лишь на множестве

меры нуль (теорема 1, п. а)). Утверждение п. а) означает,
* Понятно, что это неравенство представляет интерес только в том

случае, когда числа k-[iE, К-^Е конечны.
**

Не следует думать, что из суммируемости функции | /1 следует
суммируемость функции /. Подробнее об этом см. п. 3.1 и 3:8.
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таким образом, что функция /1+/2, заданная в точках

множества Е равенством (/, -f/2) (х) (х)+/2 (л), суммируема

на Е и f (fi+f2)dp= Jfidix-l-ff2dp.
Е Е Е

Сказанное позволяет считать обе функции /1 и /2
конечными на Е (в противном случае множество Е мы заменим

множеством Е).
В этом предположении отметим, что если есЕ и х(*е, то

m(U e) + m(f2, е) (л:)+}2{х) (fu е) +М (f2, е), так

что первая и третья суммы* в этом неравенстве являются

соответственно нижней и верхней границами функции /i +/2Ha
множестве е, и потому

т (Л, е) -j- т (/2, е) < т (/, +/2, г) < М (/, +/2, е) <
<Ж(Л, е) + М(/„е). (7)

Значит,
“ (Л+/2, £) = -M(/i +Л. — ^(Л+Л.

< M(fue)-m (fu е)-\-М (/2, е) - яг (/2, е) = ш (/„ в) + ш (/2, е).
(S)

Из неравенства (7) сразу следует, что всякое разбиение х

множества Е, допустимое для функций /г и /2, допустимо также

и для функции f—f^ +/2. Ведь если х £ Т(fu Е), т ^ (/2, Я), то

семейства {оте) {*£} (е £ х) и {Ж (/;-, е) це) (е(]т) (/=1, 2)
суммируемы. Значит (предл. 2 из д. 2, п. 1), суммируемы и

семейства ((/«(/,, e)-\-m(ft,e))v-e\, {(vW(/b в) + (/,, е))И(«Ст)-
Из неравенства (7) и предложения 3 из д. 2, п. 4 следует

теперь, что оба семейства {^(Л+Л, (eGx) и {M(fi+f2, e)v-e\
(е£х) суммируемы, т. е. что х £ Т’(/1-{-/2, е).

Возьмем теперь какое-нибудь положительное число е и

подберем разбиения x1g7'(/1, Е) и х2£Г(/2, £)так, чтобы

выполнялись неравенства

У <0

2л
еет, е ет2

Такие разбиения xt и х2 существуют, ибо функции /х и /2
суммируемы на множестве Е (см. замечание 3 к предл. 2 п. 1.6).
Разбиение х = х1\/х2 допустимо для fx и/2 (лемма 1 из п.1.3),
а потому и для /. Кроме того, в силу неравенства (8)

2,j)(/i+/2.*)К<2 Н/ь е) + <»(Л. e)]\ie =
еех eei

=2“(/ь (10)
£€Т £6Т

* Эти суммы имеют смысл, так как ввиду конечности функций и /2
на множестве е будет e)<fi(x) < + 00 (х £ е) и точно так же

m (/2» в) < + оо. Аналогично уИ (/2, £), ^(/2 г) > — оо.
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Из неравенств (9) и (10) следует теперь, что

.2“(Л+ /2. (11)
еех

Итак, для любого положительного числа е можно подобрать
разбиение "'£7'(Л+/2» Е), такое, что выполнено (11). Значит
(теорема 1 (1.II)), функция /1+/2 суммируема на множестве Е.

Займемся вычислением интеграла J (/1 +/2) dp.
Е

Из неравенства (7) следует (следствие 1, пред. 1 из д. 2,
п. 4), что

s(fu E)~\~s(f2, х, fXsfA+Zj, х, £)<
х, £)<5(Л, х, E) + S(f2, х, Е)у (12)

а из неравенства (6) (п. 1.5) —что

s (Л +/., £■) < I (Л +/«) 4* < s (/1 +/2. £) (13)
£

И

s (flt X, £) + s (/„ X, Е) < j fxdp + J/jrfji <
£■ Z:

<5(/lt x,£) + S(/2, x, £), (14)
каково бы ни было разбиение т; множества Е, допустимое для

функций /i и /2 (и, как мы видели, тем самым допустимое
и для /).

Сопоставляя неравенства (12), (13) и (14), мы убеждаемся
в том, что оба числа |(Л+/2)^ и J fxd^ + J f2d^ содер-

Е ЕЕ

жатся в промежутке

ИЛ, X, E) + s(U Е), S(fu Т, £)+S(/a, Т, £)],
каково бы ни было разбиение ^6^(/ь ^ T(f2, Е).

Возьмем снова какое-нибудь число е>0 и разбиение
^Т(А, Е) r^T(f2,E), удовлетворяющее условиям (9). Тогда
(см. (8)) длина упомянутого промежутка не превзойдет

2«(/ь ш (А-е)И’е ^ Y + у
= е-

еех еех

Поэтому при любом е > 0

J* (Л +/2) dp — /J fxdp -|- ^J2dp\ < е.

Е \Е Е J

j (Л +/2) dp — j fxdp + j f2dp, (15)
E EE

и утверждение а) полностью доказано.

б) Как и в п. а), можно считать, что функция / задана на

множестве Е (а не только почти на всем Е).
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Рассмотрим произвольное не пустое множество е{ес.Е).
Тогда

ал, * ч faOT(/> е)ъ если a<О,
f’ \аЖ(/, е), если а>0,

_|«Ж(/, е), если а<0,
т (аЛ *0 | а/га (/, б), если а>0.

(16)

Докажем, например, первое из этих соотношений для

случая <х<!0. Какое бы х^е ни взять, f(x)^M(f, е).
Следовательно, (а/) (х) = a/(x) ^ a/W (/, ё) (ведь а<0!). Поэтому
т (а/, е) > а.М (/, в). С другой стороны, а/ (л) = (а/) (х) >

>/га(а/; е) (х(*е), так что е) (х£е) и, стало

быть, М (/; е) < ■— /га (а/; £), или, что то же самое, аУИ (/, е) ^

^ /га (а/; е). Вместе с полученным ранее это приводит к

искомому равенству.
На основании (16) можем далее написать

... .....

, |«Ж(/, e)-am(f, е) (а > 0),
ш(аЛ е) — mUf, е)=\ .. . , , ...KJ’ ’ w> / w> /

|ат(/, е) — аЖ(/, е) (а<0),

«>(«/, в) = |а К/, в).* (17)
Возьмем теперь число е>0 и подберем такое разбиение

т€7'(/, е)> чтобы было

S(f,\ E)-s{f, <£) = 2“</.Л)|*л<е. (lg)
Лет

#

Вследствие (16) члены семейств \M(a.f)pA) (Л£х) и

{/га (а/, Л)[*Л) (Л£т) только множителем а отличаются от

соответствующих членов семейств {Л4 (f, Л)[аЛ} (Л£т) и

{m(f, Л)р.Л} (Л 6 т), а так как последние семейства

суммируемы, то такими же будут и первые два. Но это означает

допустимость разбиения т по отношению к функции а/. Таким

образом, х(йГ(а/, Е).
Далее, отправляясь от (17), будем иметь (в силу (18))

5 (а/, ,, Е) - * (,/, т, Е) =^ <*> («/, А) РЛ =
Лет

= |«|2«(/, Л)-(аЛ < |а|.8, (19)
Лет

что ввиду произвольности позволяет заключить о суммиру-
емости функции а/ на множестве Е.

* В особом случае, когда, скажем, М (f, e) — m(f, е) = -\-оо, т. е. когда

все значения функции / на множестве е равны + оо, приведенный вывод

формулы (17) не корректен. Однако тогда о> (/, е) = 0, и, как легко видеть,
также и со (а/, е) — 0, так что равенство (17) все же имеет место.
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Равенство J(a/)d|A= a §fd\b может быть теперь доказано
Е Е

по образцу п. а).
Предположим для определенности, что а > 0. Из равенств^

(16) следует, что

5 (а/, т, E) = <xS(f, т, Е),
s (а/, х, E) = as(f, т, £),

W

каково бы ни было разбиение т£Г(/, Е). Кроме того,

согласно неравенству (6) из п. 1.5,

s(af, х, £)< j а/^<5(а/, х, £),

% (21).
as(/, х, £) ^ a j /rfp, ^ aS(f, х, /:).

я

Значит, числа J afdp и a j* fd\i содержатся в промежутке
Е Е

[as(/, х, Е), aS (/, т, Е)\. Длина этого промежутка не

превосходит числа кг, если разбиение х удовлетворяет условию (19).

Поэтому

J afdp — a j" fdp as,

каково бы ни было положительное число е. Остальное ясно.

В том случае, когда а<[0, аналогичные рассуждения быстро
приводят к цели; только вместо равенств (20) нужно исходить
из следующих равенств:

S(af, т, £)=«(/, х, Е), s(a/, х, E) = aS(f, х, Е).

Утверждение б) доказано,

в) Предположим сначала, что область определения функции/
содержит множество Е и что k^f(x)^.K при всех (а не

только при почти всех) х(*Е. Из определения интеграла
вытекает, что для любого допустимого по отношению к функции /
разбиения х множества Е

5(/, х)<|М*<5(/, х). (22).
Е

Но каково бы ни было множество А£х, справедливы оценки

kpA < т (/, А) рА <М (/, А) у.Л < КрА.

Следовательно (см. д. 2, п. 4),

S(f, х, Е) = ^М{/, Л)М<2 КрА^К^рА =КрЕ
Ае т Лет Дет

и, аналогично, s(/, т, E)^kpE. Подставляя это в (22),
получим доказываемое неравенство.

in.



В случае, когда множество задания функции / содержит
лишь почти все элементы множества Е и неравенство

k^f(x)<K (23)
выполнено лишь при почти всех х£Е, рассмотрим множество е,

обладающее следующими свойствами: е с Е, разность Е=Е\е
уже содержится в множестве задания функции /, неравенство

(23) выполнено при всех х£Е и це — О.

По доказанному, kpE^. J fdp ^ КрЕ. Остается заметить, что

Е

рЕ=\хЕ и J fd\i — j* fdp (см. п. 2.1).
Е ~

Е

г) В пункте в) нужно положить & = 0. При этом k-pE= О

(даже если ^= + 00).
д) Функция/—g-=/-j-(—l)-g", как отмечалось при

доказательстве п. а), вообще говоря, не определена на всем

множестве Е (даже в случае, когда области определения каждой
из функций fug содержат множество Е). Однако для тех

х(<Е, для которых имеет смысл разность f(x) — g'(x), т. е.

(согласно сказанному в начале доказательства) для почти всех

х£Е имеет место неравенство (/—g){x)=f{x) — g(x)> 0.

Поэтому на основании утверждений пунктов а), б), г) теоремы

\ fdp - \ gd? =\fdv. + {- 1) \fdv--bj(- 1 )gdp =
E E E E E E

= \{f—
E

е) Как всегда можем считать, что функция / задана по

крайней мере на множестве Е. В этом предположении
докажем сначала суммируемость положительной части /+.

Пусть непустое множество e(ZE. Убедимся в

справедливости неравенств

M(f+,e)^\M{f, е)\, m(f+, e)^m(f, е). (24)
Если М (/, е) > 0, то /+ (х) М (/, е) (х£е). Значит,

-М (/+, е) = sup /+ (л;) ^ | М (/, е) \. Будем считать, что М (/, е) <
хее

<0. Так как в этом случае /(х)<0 (х£е), то /+(х)=0
(х£е). Следовательно, и M(f+, е) = 0 е)\. Первое из

неравенств (24) доказано.

Второе неравенство получается еще проще. Заметив, что

/+—неотрицательная функция, заключаем отсюда, что т (/+, е)>
>0, а это удостоверяет справедливость неравенства в случае,
когда т (/, е)<Х). Предполагая же m(f, е)>0, будем иметь

/(*)>/»(/, е)>0 (х£е), т. е. f+(x) = max{f(x), 0\=f(x)
при всех х£е и, стало быть, m(f+, e) = m(f, е). Учитывая

неравенства (24), получаем следующее соотношение:

“(/V *)<<«>(/, е). (25)
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Действительно, когда M(f, е)>0, вывод очевиден. Если же

М (/,е) ^.0, то, как было указано, в этом случае оказывается

/+(х) = 0 (х£е), так что ш(/+, е) = 0, и (25) по-прежнему
выполняется.*

Возьмем теперь число е>0 и рассмотрим такое
допустимое для функции / разбиение т множества Е, что

5 (/, *) - s (/, т) = (/, А)М< «• (26)
Лех

Семейство {М (/, А) рА] (A G т) суммируемо, и поэтому (предл. 2

(д. 2, п. 2)) £|АГ(/, А)рА |< + оо. Но ввиду неотрицатель-
Л 6 х

ности функции /+ и в силу первого из неравенств (24) можем
написать

О< £т(/+, Л)|^<£М(/+, Л)М<£ 1Щ/, Л)М|< + оо,‘
Лет Лех Лех

так что оказываются суммируемыми семейства Л)у.Л(
(Л£х) и {Ж (/+, Л)[ьЛ) (Л£х). Иначе говоря, разбиение х

оказывается допустимым для функции /+. Согласно (25) и (26),
имеем далее

S(/+,x)-5(/V)= £«>(/+, Л)>А<£ш(/, Л)цЛ<е,
Лбх Лех

и суммируемость функции /+ доказана.

Суммируемость функции /" вытекает из того, что, как

очевидно,/_= (—/)+, а функция (—/) по п. б) теоремы
суммируема.

Учитывая, наконец, соотношение |/| =/+-(-/“, с помощью

п. а) заключаем о суммируемости функции |/|.

j fdvЧто касается неравенства

а), б) и'в) I \fdp | == I J(/+—/“) d\x
I E I I E

+ = I (/++/‘)^ = .f \fW-

J|/| dp, то по пунктам
E

J j f~d[>. I < +

EE E

Теорема полностью доказана.

Разумеется, в утверждении а) только что доказанной

теоремы можно было бы говорить не о двух, а о любом

конечном числе слагаемых. Заметим еще, что из утверждений а) и

б) вытекает суммируемость разности двух суммируемых на Е

функций /i и /2 и равенство

\ (/i /2) — J J f%di-ь.
Е ЕЕ

*
Мы не останавливаемся здесь на особых случаях, когда М (/, е) =

= m(f, е) — + со. Предоставляем их читателю.
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2.3. В предыдущем пункте мы рассматривали интеграл по

фиксированному измеримому множеству и интересовались,
какова зависимость интеграла от подынтегральной функции.
Теперь мы зафиксируем подынтегральную функцию и будем
изучать зависимость интеграла от множества, по которому
производится интегрирование.

Определение 1. Предположим, что Е—измеримое
множество, т. е. что Символом мы будем обозначать

систему всех измеримых подмножеств множества Е, т. е.

Легко видеть, что система УЛе есть а-алгебра подмножеств

множества Е.

Определение 2. Пусть ja—мера, заданная на некоторой
а-алгебре L подмножеств множества X, a v — функция
множества, заданная на той же а-алгебре L. Говорят, что функция v

абсолютно непрерывна относительно меры ji, если для любого

числа е>0 найдется такое число 8>0, что |v(A)|<>, каково

бы ни было множество А, удовлетворяющее следующим
условиям:

A£L, (лА< 8.

Теорема 3(2.11). Предположим, что /— функция,
суммируемая на измеримом множестве Е (Е £ относительно

мери [х и что f(x) ^ 0 при почти всех х(*Е. Тогда
а) функция / суммируема на каждом измеримом

подмножестве множества E:f£L(B, р), каково бы ни было

множество В £ 9D1е ;

б) если {С$| ($(«Е) — не более чем счетное семейство

попарно непересекающихся подмножеств множества Е, то

I fd^
ббВСе U С?

5ев

в) каково бы ни было положительное число е, существует

положительное число 8, такое, что

\ fdp < е

А

при любом множестве А £ таком, что \хА 8.
Утверждения а*), б) и в) можно сформулировать и так:

функция X, сопоставляющая любому множеству А £ УЛе число jfdp,
А

есть конечная мера, заданная на УЛе и абсолютно непрерывная
относительно меры р.

Доказательство. Пусть В£$Ле. Проверим, что

f£L(B, jj.) (не умаляя общности, можно считать, что функция /
задана по крайней мере на множестве В). Взяв произвольное
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число е > 0, найдем х' (< Т(/, Я) так, чтобы S со (/, е)к<е.
еех'

Положим х = {В, Е\В], .4 = 1' V т. Тогда х£Т(/, Е) и

5>(/, е)[Аб^е. Кроме того, ]У] .М (/, е) ^ УИ (/, е)р.<?<
гет е$хВ е£х

<С+ аэ, где х£
= {e(*t: е с 5} (то, что хв

— разбиение
множества В, было доказано ранее). Теи самым доказано

включение tB£T(f,.B), так как 0 m (/,е) < М (/, ё) при всех е£х
(в силу неотрицательности функции /). Кроме того,

S ®(/> е) Vе“(/> Значит, функция/суммируема
еехв еех

на множестве В по мере [*, и имеет смысл говорить о

конечной функции X, описанной в формулировке теоремы. Отметим,
что 'к(В)'^0 при всех В£?0}е (см. п. г) теоремы 2).
Проверим, что функция счетно-аддитивна (см. гл. I, п. 2.3).

Пусть {Q} (££s) — не более чем счетное семейство

попарно непересекающихся измеримых подмножеств множества Е.

Положим С= U Q- Требуется доказать справедливость равенства
ЕеВ

xc=£xq. (27>
£ е 3

Понятно, что при этом можно считать, что среди
множеств Q (££s) нет пустого. Возьмем число в>0 и

подберем такое допустимое разбиение т' множества С, чтобы

5(/, т', Е)—s (f, т', Е) < в. Обозначим далее через т" систему
всех множеств семейства {С$} (££Е). Поскольку эти множества

не имеют одно с другим общих элементов, а объединение их

совпадает с С, то легко видеть, что т" — разбиение множества С.

Введем, наконец, разбиение т = т'\/т//. Так как оно мельче

разбиения т', то в силу леммы 1 из 1.3 т также допустимо,
причем

S(/, T, £)-*(/, т, £)< е. (28)

Рассмотрим какой-нибудь элемент ?6 Е. Пусть

т:£=(Л6х:ДсСа}.

Ввиду того, что множество Q входит в разбиение х", которое
крупнее х, система является разбиением множества С$
(предл. 2, п. 1.1), причем, как вытекает из рассуждений
первой части доказательства, допустимым. Считая, что среди
множеств, составляющих разбиение т, нет пустого (см. п. 1.3),
видим, что согласно предл. 3 из п. 1.1 системы попарно не

пересекаются и U 'ce = 't-
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Вследствие ассоциативности суммы (д. 2, ». 3)

S(f, т, С)=^(/, А)?А = %( £>(/, A) iJ.A'j =
Лбт ЕеЗ \Дбх£ /

= Yi S(f, Ч, Е$
_

(29)
SeS

и аналогично

s(f, х, С)=£ s (/„-«, Се). (30)
£еЕ

Непосредственно из определения интеграла вытекают

неравенства

s (/, *, С) < f fd<i = ХС < S (/, х, С),
С

*(/, ^ С0<ХС£= J/^<5(/, Q) (S6E). (31)
%

Учитывая неотрицательность функции X, которая

обеспечивает существование суммы ]£]хСс (предл. 1, д. 2, п. 4), полу-
ЕеЗ

чаем, следовательно, на основании (29), (30) и (31)

s(f, S С)= 1>(/, ^ С£)<2>А<25(/’^ Се) =5С).
(«г . без

Сравнивая это с (31) (первое неравенство), находим

ХС-^ХСе
£es

<S(f, -С, С) — s(/, Т, С),

т. е. в силу (28) IХС — 2^ <1 е, что ввиду произвольности г

I ЕеЕ

приводит к равенству (27).
Итак, доказано, что функция X — неотрицательна,

счетноаддитивна, конечна и, тем самым, а-конечна, т. е. является

мерой (см. гл. I, п. 2.4).
Проверим теперь, что функция X абсолютно непрерывна.

Для этого рассмотрим какое-нибудь разбиение -с множества Е,
допустимое для функции f:*£T(f, Е), и какое-нибудь
положительное число е. Поскольку семейство {М (/, С)р-С} (С£~)

суммируемо, то найдется конечное множество t такое, что

т'С'г и 2 М (/> С),С > (/> С) \ХС ~~Т' Очевидно, что

,,

~~ Се-
С 6'

тогда УИ(/, С) |iC^так как

Се- \ х

^ м(/> с)\>-с— 2ж(/> с)?с-%ми, С)рС.
С
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Пусть т* — подмножество множества т (очевидно, конечное),

состоящее из всех элементов таких, что M(f, С)<С + °°.

Выберем столь малое положительное число 8, чтобы
выполнялось неравенство

о-max М (/, С)<4-.
Сет* .

1

Проверим, что если множество А принадлежит системе и

то т. е. Для этого, вводя обозначе-
л

ние В= U С, заметим, что при любом А

Сет,

Ifdp— j fdp+ j' fdp = V j fdp+ У, J fdp. (32)
A

A^B- A\B Ce7Cr"A Сет\|
С"Л

Воспользуемся тем, что f(x)^M(f, С), если х£С:

2 J 2 M{f, С)р(С^А)
Се т\т

С'"'А
Сет\^т

(см. утверждение в) теоремы 2). Ввиду монотонности меры ^

Р (С гл А) < \

при всех С£т, так что

2 Jfd[i< 2 M(f’ С)'лС<т- <33>
~ СглА ~~

Сет\т
и Л

Сет\т

в силу выбора множества -с.

Ясно, что при любом

2 I = 2 I (34)
„

~ С^Л Сет*С^>Л
Сет

так как Г fdp при С(*т\т*. Действительно, если С£т:\т*,

то M(f, С) =-f- оо и, значит, р.С= 0. Предположим теперь,
что А £ и (J-A •< о. Тогда

£ S 2ж(/.с)«‘(с^Л)<тах^(/. с)2 **(с^л>=
Сет*С^Л Сет* Сет* Сет*

=

^тахМ(/, C)jр-^и^(СллA)j
=

^тахЖ(/, C)jгл UjCJ<
< шахМ (/, С) [л.Л < max М (/, С) о . (35)

. С е т* С е т*
_

^
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Учитывая оценки (33), (34) и (35) и подставляя их в (32),
получаем

ХЛ= если и

А

Итак, для любого числа s>0 мы сумели найти число 8>0,
обладающее свойством, описанным в п. в) формулировки
теоремы.

Абсолютная непрерывность функции X (а с ней и теорема)
доказана.

Следствие 1. Пусть функция / — такая же, как в

теореме, и пусть {5^}^°=1—возрастающая (или убывающая)
последовательность множеств, являющихся элементами 9)?^;

пусть В= U ВЛили, соответственно, В= П Bk). Тогда
k=\ \ k=i 1

\ fd^ = \\m J fd\i.
в k"°°

Bk
Доказательство. Утверждение следствия — известное

свойство конечных счетно-аддитивных функций (теорема 3(2.1)).
Следствие 2. Пусть функция / такая же, как в теореме,

и пусть BqCLB^B^, Тогда J/rfjx.
в, в,

Доказательство. Утверждение следствия — это иная

форма записи монотонности меры X, о которой идет речь
в теореме (теорема 2, п. а)).

Следствие 3. Пусть f£L{E, ^). Тогда f£L(B, ^), каково

бы ни было множество В^УЛе. Функция множества

заданная на ^У1е равенством

(В)
— [fd\>. (леад,.

в

конечна, счетно-аддитивна и абсолютно непрерывна
относительно меры [а. Для функции / справедливо утверждение
следствия 1.

Доказательство. /=/+—/", функции /+ и

/“неотрицательны и суммируемы на Е (см. теорему 2). Поэтому Х=Х+—Х~,

где >-+ (В) = j" f+d\i, (В) = f f~dp (В £ ЭДя). Остальное ясно.

В} в

2.4. Скажем несколько слов по поводу интеграла от

непрерывных функций.
Из предыдущего курса анализа читателю должно быть

известно (возможно, без достаточного обоснования), что

каждой вещественной функции /, область определения которой
содержит промежуток Д числовой прямой, на котором

функция / непрерывна, и каждому замкнутому промежутку
[а, Ь\ с Д может быть сопоставлено конечное вещественное
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число, называемое определенным интегралом функции / по

промежутку [а, Ь\ ^которое мы временно обозначим симво-

* \

лом 1/1, так, что соблюдены условия:
-

а

ь ь

1) если интегралы J/и Jg имеют смысл,* причем
а а

>g(x) для всех х£[а, Ь], то

ь ь
,

\f>\g\
а а

2) пусть С— вещественное конечное число; если функция /
такова, что f(x)

— C при всех Ь\, то

{f=(b-a)-C;
а

b

3) если интеграл }/ имеет смысл и с^{а, b), то

а
Ъ с Ъ

i/=i/+i/-
а а с

В теореме 2(1.11) мы доказали, что функция / указанного
выше вида суммируема по мере Лебега Pi на любом

промежутке [а, b] с Д. Сопоставляя функции / и промежутку

[а, Ь\ с А число J fdpi, мы, как легко видеть, удовлетворим
[а, *]

поставленным выше условиям 1) — 3). В самом деле, условие 1)
совпадает с заключением п. д) теоремы 2, условие 2)
получается из утверждения п. в) этой же теоремы, если принять
k = K—C. Для проверки условия 3) надлежит воспользоваться

следствием 3 к теореме 3. Ввиду аддитивности интеграла

будет

J МХ1 = J /^1 + J/^1= j fdp1,

[а, с] [а, с) (с} [а, с)

так как, очевидно, t^i {^} = 0 и, значит, по п. б) теоремы 1

j/^l1i = 0- Снова, используя аддитивность интеграла, можем

М
написать

j* fdpi= J* fdpi+ j* fdpx= | fdp-i+ J fdpb
[a, *] [a, c) [c, ft) [a, c\ [с, 6]

* Это означает, что функции fug определены по крайней мере на про-
межутке [а, Ь\ и непрерывны на нем.
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Таким образом, число J fdpl обладает всеми свойствами

[я, Ь]

определенного интеграла. Естественно поставить вопрос: не

существует ли другое, отличное от только что описанного,

правило соответствия, удовлетворяющее тем же условиям 1)—3)?
Предположим, что каждой функции / указанного в начале

пункта вида и каждому промежутку [а, 6], на котором функ-
ь

ция / непрерывна, сопоставлено число J/так, что выполнены

а

Ъ

условия 1)—3). Докажем, что при этом необходимо \ f— J fdpu
а [а, Ъ]

где [а,, как и раньше, означает меру Лебега (размерности
единица).

Возьмем число е > 0. Функция /, будучи непрерывной на

замкнутом промежутке [а, Ь\, по теореме Кантора, равномерно
непрерывна на этом промежутке. Это означает, что можно

указать такое число 8>0, что, каков бы ни был промежуток
Pd [а, Ь], длина которого, т. е. р-jЯ, не превосходит 8,
колебание <» (/, Р) не превосходит s.

Подберем настолько большое натуральное число п, чтобы

было
Ь а

5, и обозначим ck—a+-^-(b— a) (k=0, 1, 2, ..., п).

Применяя несколько раз усло,вие 3), можем написать

Ь'- сп п ck

I/=I/=2 I/ (36)
a cQ h=l ck_i

Рассмотрим по отдельности каждое слагаемое правой части

этого равенства.
Определим в промежутке [ck_x, сА] (k — l, 2, ..., п)

функции ук и <]>£, полагая

4k{x) = m(f, [ch_}, с,j), ф„(х) = уИ(/, [ck_j, ск]) (*€ [<?„_,, ch]>

(по поводу символов от(/, cft]), M (/, Cft]) CM. § 1,
n. 1.3). Очевидно, ®4М</(х)<^М (-*€[^-1, Поэтому
на основании условий 1) и 2)

m(f> К-n сн])^1Г = I I /< I Ф*=
Ck—1 Ch-1 Ck-l

■ =M(f, £„])—-<*=!, 2,

Следовательно, в силу (36)

г£2"г(/’ К-*’ °ь])- <37>
1 а k=l
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Введем теперь множества

ek=[Ch—1’ Ck) = ^
•••> л)> ^о={^)‘ (38)

Это измеримые множества, попарно не имеющие общих эле-
п

ментов. Так как объединение \Jek=[c9, сп\ = [а, b], то си-
h=0

стема множеств (38) служит разбиением промежутка {а, Ь].
Обозначим это разбиение через х. Поскольку функция /
ограничена на промежутке [а, b] по теореме Вейерштрасса и

Pi \а, b\=b — а<4-°°, то разбиение х будет допустимым
для функции / (см. гл. II, п. 1.3). Составим суммы Дарбу

S(f, [а, b]) и s(f, т, [а, Ь]). Так как plek — ck
—

ck_1=^^
П

(й = 1, 2, ...,«), а Ко = 0, to's(/, х, [а, £]) = ^р^ж(/, «*);
fc=l

Л

S(f, х, [а, £]) = —^ ^ Ж (/, е*). Но ввиду непрерывности
А-1

функции /

M(f, ek)= M(f, [<?*_„ с,]), /»(/, <?*) = «(/, cfc])
(A=l, 2, ..., я). (39)

Действительно, из ^неравенства /(x)<7W(/, eft) (л^^)
вытекает f(ck) — limf(x)^LM(f-, ек), так что соотношение /(л)<

х*ск

<M(f, ek) справедливо для всех с4] и, значит,

М (f> [ch-i> с*])^^(/> ek)- Обратное неравенство очевидно.

Следовательно, в силу (39) будем иметь

П

s(f, т, [а, Ь]) = Ь-^^т{Г, [ck_,, ck]),
k=l

s<f, <к ч)=^2 ['*-■• '•])•
£=1

Таким образом, учитывая (37), можем написать

S(f, *, [а, 6])<1/<5 (/, X, [а, Ь}).
а

Но согласно п. 1.5 также и



Из последних неравенств получаем

[a,b\
<S(f, X, [a, b)) —s(f, X, [a, b}) =

— 2 ш (/> ek) V-iek- (40)
k=0

Каждый промежуток ek (k= 1, 2, ...
, n) имеет длину .

Значит, pxek < 8, и в соответствии с выбором 8 это
позволяет заключить о справедливости неравенства ш (/, ek) < s

{k = \, 2, я). Так как е^—\Ь\—одноэлементное множе¬

ство, то со(/, е0) = 0<е. Тем самым на основании (40)
приходим к оценке

Ъ п

j М1!—I/ О Yi^ek= 411 Ia’ ^] = (6 — Л) е,

k=Q
Ъ

которая ввиду произвольности е дает равенство J/= J fd\\.
а [а, Ъ]

Итак, доказано, что аксиоматически введенный усло-
ь

виями 1) — 3) определенный интеграл J/ существует и совпа-

а

дает с интегралом J fdpi по мере Лебега. Это обстоятельство
[а, Ь]

делает возможным все факты, доказанные для интеграла

J Mh, перенести без каких-либо дополнительных рассужде-
[а, Ъ]

Ь

ний на определенный интеграл I/ и, наоборот, все то, что

а

b

справедливо по отношению к определенному интегралу I/.
а

верно и для интеграла ^ fdpx.
Так, например, в первой части курса анализа было

установлено, что любая функция,непрерывная на промежутке [а, Ь\,
имеет на этом промежутке первообразную, а определенный

Ь

интеграл \f может быть вычислен с помощью формулы Нью-

а

тона—Лейбница как приращение на промежутке [а, Ь\ любой

функции F, которая служит для / первообразной:

\f= F{b)-F[a).
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Между прочим, эти утверждения могут быть очень легко
ь

выведены из свойств 1)—3) интеграла J. В самом деле, опре-
а *

делим на промежутке [а, Ъ] функцию Ф, полагая Ф(х)=1/
а

(х£(а, &]), Ф(а) = 0. Рассмотрим какой-либо х£[а, Ъ) и число

h такое, что О—х. Согласно условию 3) (а при х— а

непосредственно по определению символа Ф(а))
x+h х х x+h х x+h

ф(х+к)-Ф(х)= I /-i/=i/+ I f-\f= I/.
a a a x a x

Но из условий 1) и 3) вытекает

x+h

hm(f, [x, х + Л])< I [x, x-j-Л]), .

x

что вместе с предыдущим дает

m(f, [х, х + к])^ф{х-+н1~ф(х) <Ж(/, [x,x + h)j.

Поскольку, очевидно, что tn(f, [х, х+Л])</(х)<./И (/, [х, х+Л)]
то

+
[х, x + h))-

— m(f, [х, x-f-/г] ) = «>(/,' [х, x-f/г]).
Но по непрерывности функции / в точке х (ведь, говоря об

определенном интеграле, мы имеем в виду только
непрерывные функции) lim о)(/, [х, х-\- h\) — 0, так что существует пре-

h -*■ “Ь О

,. Ф (х + Н) — Ф (х) j: / \
дел lim —-— '-!-=/(х). Это означает, что в точке х

h-*+о п

существует производная справа функции Ф, равная f(x).
Рассуждая аналогичным образом, нетрудно убедиться в том,

что и производная слева функция Ф в любой точке х£ [а, Ь\
совпадает с /(х).

Таким образом, существует производная (двусторонняя)
Ф'(х)=/(х) в любой точке х£(а, Ь). Если же х=а или х— Ь,
то равенство Ф'(х) = f(x) сохраняет силу, если под Ф'(х)
подразумевать соответствующую одностороннюю производную.

Из всего сказанного следует, что в промежутке [а, Ь\
функция Ф является по отношению к / первообразной. Если
Ё— функция, которая в промежутке [а, b] также служит
первообразной для /, то, как известно, /^(х) —Ф (x) = F(a) — Ф(а)=
= F(a) (х£[а, Ь\). В частности, полагая х= Ь, получим
ь

\f=Q(b)=zF(b)—F(а). Из сказанного в этом пункте выте-

а

кает следующая важная теорема.

:
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Теорема 4(2.11). Если f—функция, множество задания

которой, содержит промежуток [а, b\ (a, b £ R), на

котором f непрерывна, то

\fd^= Ftb)-F(a),
а

где F—какая-нибудь первообразная функции / на

промежутке [а, Ь\: F'(x)=f(x) (х£[а, Ь]).
Доказательство. Как мы видели выше, отображение
ь

/->- j1 fdpx обладает всеми свойствами определенного инте-

а

грала I/, а \ f=F(b) — F(a).
а а

Теорема доказана.

Отметим в заключение, что для определенного интеграла
ь ь ь

J / применяется обычно обозначение j* f(x)dx или J/. Совпа-
а

Ь

дение числа I/ с интегралом Лебега | fdдля функции, не-

а а

прерывной на промежутке [а, Ь\, делает целесообразным обозна-
ь ь ь

чение j' fdpx для интеграла I/. Символ ^fdp применяют и в

а а а

случае, когда |i—мера, отличная от меры Лебега. Следует,
однако, иметь в виду известное неудобство указанного обозначения
в таком общем случае, поскольку неясно, какой из

промежутков с концами а и b является областью интегрирования.
Если 11 = ^!

—

мера Лебега, то это не имеет значения, так как

одноэлементное множество при этом имеет меру нуль, и,
значит, применимо сказанное в п. 2.1. Если же ^

—

произвольная

мера, то интегралы J* fdp, j* fdp, j* fdp и j* fdp все

(a, b) \a, b) [a, b\ [a, b]

могут оказаться различными и, более того, одни из них могут

существовать, а другие
— нет.

2.5. Известным дополнением к теореме 3 является
следующий факт.

Теорема 5(2.11). Пусть функция f задана на множестве

Е^ЧЛ, f(x)~^0 [при всех х£Е и пусть х—разбиение
множества Е. Функция / суммируема на множестве Е по

мере (а тогда и только тогда, когда f суммируема на

множестве е по мере р. при всех е£х и числовое семейство

(е ^ т) суммируемо.Я/*)
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Доказательство. Необходимость была доказана в

теореме 3. Докажем достаточность. С этой целью возьмем любое

положительное число е и рассмотрим семейство {в*} (еб'О
положительных чисел такое, что 2S« —s ^А’ п' Пользуясь

еех

суммируемостью на каждом множестве найдем такое

разбиение teeT(f, е), что S(f, те, е) — s(/, хе, £)<ее, или, что

то же самое, е)№^ее- Система множеств x = ie
— е ег

ee*g
образует, очевидно, разбиение множества Е. Проверим, что

^T(f,E):

e),|J=2 2 M(f, + ‘

eex — eex \e
ee x eexe

= 2 J ~bs < ~b00
i

eex e

(здесь мы использовали предл. 6, д. 2, п. 4). Допустимость

разбиения т для функции / установлена, так как 0 </«(/, е)<

<^УИ(/, е) (е£х) (ср. рассуждения в теореме 3). Кроме того,

2«>(/, 2 s-

еех ~ еех
еех еехе

Значит (см. теорему 1(1.11) в п. 1.6), функция /суммируема
на множестве Е по мере f*.

Следствие 1. Если \Ek)^ — последовательность попарно

непересекающихся множеств, Ек^сШ (&= 1, 2, ...), функция/
оо

задана на множестве Е= U Ek, неотрицательна и сумми-
а=1

руема на каждом множестве Ek(k= 1, 2, ...), то для

суммируемости функции / на множестве Е необходима и

достаточна сходимость ряда ^ j fdp.

Следствие 2. Если {Ek}™=x — возрастающая
последовательность множеств, Ek^93l (k= 1, 2, 3, ...), функция / задана

на множестве Е= U Ek, неотрицательна и суммируема на

f£=l

каждом множестве Eh (k = 1, 2, .,..), то для
суммируемости / на множестве Е необходимо и достаточно, чтобы
последовательность j f fd\^

была ограничена.
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Доказательство. Необходимость сразу следует из

неравенства Г fdp < f fdp.
Ek E

Докажем достаточность. Представим Е в виде объединения

Е— U (Ем\Еп), где £‘0=Л. Заметим, что
п—0

J fdp — j fdp — j fdp

ме

Ek+i

(субтрактивность меры X, введенной в теореме 3!). Поэтому
ряд

2 I №

сходится, так как его частные суммы ограничены. Остается

применить следствие 1.

Пользуясь теоремой 4, можно в ряде случаев решить
вопрос о суммируемости неограниченных функций или функций,
заданных на множествах бесконечной меры. Приведем пример.

Пример. Пусть [а = |Xj—мера Лебега в R1, Е—(—оо, -j- оо)

и/(•*) = rqbp, (*€£■)• ПУСТЬ Ek=i-k,k\ (£ = 1,2,...).

Функция /, будучи непрерывной, суммируема на Ек при всех k

(k — \, 2, ...). Кроме того, она неотрицательна, и (по теоре-
k

4) j* fdpi — j* =^arct§при всех k (k = 1, 2, ...).

Ek -ft

Значит, по следствию 2, f£L ((— со, -f-оэ), ^j). Легко
вычислить интеграл этой функции, применяя следствие 1 к теореме 3:

ft

f f(x)dx= lim f f{x)dx— lim 2arctg& = rc.

J J ft->+oo
(—oo , +oo) —ft

Рекомендуем читателю установить, при каких а суммируема

на промежутке [0, 1] функция fa: fa (х) = (х£(0, 1)).

В теореме 5 и ее следствиях существенно то обстоятельство,
что функция / неотрицательна. Пусть, например, £'= (0, +со)>
/(x) = sinx (л£(0, -f^-oo)), [л = jj-i

—

мера Лебега,

Ek = [2(k — l)7i, 2kn) (k = \, 2, ...), Я=Ц£4.
k=l

Множества Ек попарно не пересекаются, функция /
непрерывна и потому суммируема на каждом Ek, ^ f(x)dx= 0 при

Ек
всех k (это легко следует из теоремы 4), так что ряд
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2 § f(x)dx сходится. Но функция / не суммируема-'на мно-

h=XEk
жестве Е. В самом деле, если бы функция / была

суммируема, то была бы суммируема и функция |/j, и ряд ^ j I f(x) I dx
k=lEk

сходился бы. Но ведь Г \f{x)\dx = A при всех k.

Ek
2.6. До сих пор мы изучали интеграл от функций, принит

мающих вещественные значения. Определим теперь интеграл
от комплекснозначных функций. Пусть /—комплекснозначная
функция, заданная по крайней мере на почти всем множестве Е

(Е^'Ш). Мы будем говорить, что функция / суммируема на

множестве Е по мере ц., если функции Re/, \mf£L[(E, (i);
при этом интеграл от функции / определяется так:

f fdp— J Re fdp-\-i J Im fdp,
t и t

Для комплекснозначных функций верна теорема 1 (проверка
этого совершенно тривиальна). Утверждения а) и б) теоремы 2
также легко переносятся на комплекснозначные функции
(в утверждении б) можно говорить теперь об умножении на

любое комплексное число а). Утверждения в), г), д) этой

теоремы, а также утверждение е) в части, касающейся
функций /+ и /-, имеют смысл только для вещественных функций.
Сложнее обстоит дело с суммируемостью функции |/|. То,
что" говорится по этому поводу в утверждении е) теоремы 2,

верно и для комплекснозначных функций, но докажем мы это

позже.

§ 3. Измеримые функции

В § 1 этой главы мы нашли необходимое и достаточное

условие суммируемости (см. теорему 1 (1.11)). Оно таково:

функция / суммируема на множестве Е (Е£$Л) по мере ц.

тогда и только тогда, когда для любого числа г > О

существует разбиение х^Г(/, Е), такое, что “>(/, е)-Ч*е<е.
еех

Предположим, что/—совершенно произвольная
ограниченная вещественная функция, заданная по крайней мере на

множестве £■(£’^90^) конечной меры (ni?<I+°о). Тогда любое

разбиение т множества Е допустимо для / (см. гл. II, п. 1.3).
Чтобы добиться выполнения неравенства ^ <о (/, е) ре ^ е,

еех

можно поступать следующим образом. Разобьем промежуток
(— оо, -(- °°) на непересекающиеся полуоткрытые промежутки
Д длины е (рис. 11, где равно объединению шести проме¬
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жутков е{), и пусть £д = {х £ Я :/(л:) £ Д}. Множества еА
попарно не пересекаются, их объединение равно Е, <о(/, ед)<>.
Если множества еА входят в 9)?, то они образуют разбиение t

множества Е, причем это разбиение допустимо, так как

функция / ограничена и [*£■<-}-03, и выполняется неравенство

^ т (/» еЛ) ^ 8 2 ^=

Таким образом, изучение суммируемости функций приводит
нас к следующему вопросу: что представляет собой класс всех

функций /, заданных на множестве f'GSQ? и таких, что при
любом промежутке Д множество {х£Е :f (х) £Д} входит в SW?

Как мы увидим, этот класс функций, называемых измеримыми,

тесно связан с классом L(E, \i). Грубо говоря, суммируемые
функции

— это не слишком большие измеримые функции.
Точный смысл эти слова приобретут в 3.8.

3.1. Определение 1. Пусть <Xft, как всегда, а-алгебра
подмножеств множества R1, вещественная функция /
задана по крайней мере.на множестве Е. Говорят, что

функция / измерима на множестве Е относительно ст-алгебры Ж,
если для любого промежутка Д (замкнутого, открытого,

полуоткрытого, конечного или нет)

{*€£:/(*)ел}69й. (D
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Отметим, что свойство измеримости не связано с какой-либо

мерой, заданной на 3)?, а определяется только самой а-алгеб-

рой 9J?.
Говоря об измеримых функциях, мы часто будем опускать

упоминание о множестве Е и о соответствующей а-алгебре,
если это не поведет к недоразумению.

Сделаем несколько замечаний в связи с определением
измеримости.

Замечание 1. Мы получили бы равносильное
определение измеримости, если бы вместо множеств вида (1) говорили
бы о произвольных множествах вида [х £Е :f(x) > а), или

{x£E:f(x)^a}, или {х £ Е :f(x) < а}, или \х £ Е :f(x) а}
<а€(- оо, -j- оо)). Иными словами, в определении измеримости
молено ограничиться промежутками А любого из четырех
типов: (а, + оо), [а, -f-оо), (—оо, а), (—со, а].

Доказательство. Пусть, например, при любом
вещественном a (#£/?) множество [х £ Е :f(x) > cl\ принадлежит 9??.

Проверим, что в этом случае функция / измерима.
Справедливы следующие равенства:

(л££:/(*)>я) = j~| \x£E:f{x)>a
— -Ц

,

р-i

{*е£:/(*)<л}=£\1*€£:/<*)>а),
{xbE:f{x)^a)=E\\x£E:f{x)>a\,

{x£E:a^f(x)^b) = {x£E:f(x)^b\ гл {х£Е :/(*)> а},

при любых а, b £(— оо, -f- °°), и

{x£E:f(x)< + co)= U (x£E:f(x)^p}.
р=1

Пересечение, стоящее в правой части первого равенства,
принадлежит 9W, так как 9D1? — а-алгебра, а по условию

|x^E:f(x)^>a — -Lj^SO1?. Пользуясь свойствами а-алгебры,

мы теперь видим, что правые части остальных равенств также

принадлежат ЭД. Аналогично устанавливается включение (1)
и для других промежутков Д (открытых, полуоткрытых).

Замечание 2. Если функция / измерима на множестве Е,
то \х£Е, f(x) = a) при любом а(* [— оо, -{-оо].

Доказательство. Если а — конечное число, то

{■*G£:/(•*) = л} = fl [х£Ь :/{х)Ыа — у,
« + у)1-

р=1

Кроме того,

{ле£':/(л) = +оо}= П {x£E:f{x)>p},
Р=1
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а
{*6£:/(*) = -со)= n \x£E:f{x)<-p).

р=1

Замечание 3. Если функция/, заданная на измеримом
множестве Е, измерима и если множество Е0 измеримо и Е0аЕг
то / измерима и на множестве Е0.

Если 1 — разбиение измеримого множества Е (см. п. 1.1)
и /—функция, измеримая на каждом из множеств то /
измерима на Е.

Доказательство. Эти утверждения очевидны, так как

{* € А :/(*) 6 Д} = !•* е £ :/(.*) 6 А) ^ £о>

{*€£:/(■*) G*)-=U \x£e-.f(x) 6 А).
еех

Замечание 4. Если Е£ 9D?, ^ — полная мера, заданная
на (30fZ, и [х£' = 0, то всякая функция, заданная по крайней мере
на множестве Е, измерима на этом множестве.

Это утверждение очевидно.
Замечание 5. Предположим, что ££9)? и что /~g* на

множестве Е (см. определение 2 п. 2.1). Если одна из

функций fug измерима на множестве Е, то измерима и другая.
Это утверждение вытекает из замечаний 3 и 4.

Определение Г. Пусть ц
— полная мера, заданная

на 9Л'. Предположим, что функция / задана почти везде на

множестве Е (E^cffl) (см. определение 3 п. 2.1). Мы будем
говорить, что функция / измерима на множестве Е, если /
измерима на множестве Еи где Ег — какое-нибудь измеримое
множество, содержащееся в множестве задания функции /
и такое, что ЕгаЕ, ц (Е\Ег) = 0.

Легко понять, что это определение корректно, так как

безразлично, какое именно множество Ех мы будем рассматривать.
Рассмотрим теперь примеры измеримых функций.
Пример 1. Пусть /—функция, заданная по крайней мере

на замкнутом промежутке [Л, В\ (Л, B£R) и непрерывная на

нем, S0? = (39f?1 —-а-алгебра всех подмножеств множества

измеримых по Лебегу. Тогда функция / измерима на

промежутке [Л, Я].
Доказательство сразу следует из замечания 1: легко видеть,

что множество [лс£[Л, B]:f(x)^a) замкнуто при любом
а ^ (— оо, +°°) и потому измеримо по Лебегу.

Пример 2. Пусть /— ступенчатая функция, заданная на

множестве /:(££9CR) (см. определение 1 п. 1.6).
Тогда/—измерима на Е*л

* Данное нами определение ступенчатых функций не общепринято. Часто
ступенчатой функцией на множестве Е называют функцию, заданную на Е

и постоянную на каждом множестве где <21 — произвольная не более
чем счетная (иногда систему $1 предполагают конечной) система попарно не
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Доказательство. Существует разбиение т множества

Е, такое, что функция / постоянна на любом множестве е £х,
а потому и измерима на каждом таком множестве. Значит,
в силу замечания 3, / измерима.
Пример 3. Если функция / задана на множестве Е^'Ш

и измерима, то функции /+ и /~ также измеримы.
Доказательство. Если / измерима, то множества

E+={x£E:f(x)^ 0), Е_= [х £ Е: f (х) <0}

измеримы. Кроме того, Е+^> Е_—-Е. Поэтому функция / изме-

- ( f(x)-> х б Е+,
рима на Е+ и Но/+(х) = | ^

Значит, функция/+

измерима на множествах Е+ и Е_. Поэтому функция /+
измерима на множестве Е. Так же проверяется измеримость
функции /“.
Пример 4. Бывают и неизмеримые функции. Такова,

например, функция f_, заданная в Ry следующим образом:
f(x) = — 1, если х£Е, f(x) = 1, если х£Е, где Е^УЛ.

Доказательство. Множество (х(<R':f(x) = 1} не

принадлежит а-алгебре <ЗЛ, и потому, в силу замечания 2,
функция / неизмерима.

Полезно заметить, что функция |/| в последнем примере
измерима, несмотря на неизмеримость функции /. Однако
теоремы этого параграфа показывают, что класс измеримых
функций чрезвычайно широк, и обычные для анализа операции
(например, операция предельного перехода) не выводят за его

пределы.

3.2. Теорема 1 (3.II). Пусть функция /, заданная по

крайней мере на множестве EfE^'ffi), измерима на Е. Тогда

существует монотонная последовательность j/p}J=]
ступенчатых функций, заданных на Е, такая, что

f(x) = limfp(x)
Р-+ ОО

при всех х£Е, и если f(x)^0 при всех х^Е, то и fp(x) >о
при всех х(*Е и /? 6 N.

Доказательство. Пусть р
—

произвольное натуральное

число и пусть e[ph) = :-^г </(•*) < + 1

j {k — 0, ±1,

±2,...). Все множества е^ £93?; присоединяя к ним

множества e+oo = (jc£ Я:/(.«) = -f-°o} и е_^ — {х£Е: f(x) = — со}, мы

получим разбиение tp множества Е. Пусть fp{x)=-^-, если

пересекающихся (не обязательно измеримых!) множеств, такая, что U А = Е.
Аб21

При таком определении, вообще говоря, не всякая ступенчатая функция
измерима.



■*€4 ; fp(x) = + 00. если x£e+x\ fp(x) —— 00, если

Тогда /^—ступенчатая функция, заданная на множестве Е.

Проверим, что fp(x)^fpn(x) при всех х£Е и всех р
(/7=1,2,...)- Это очевидно, если х£е+оа'^ е_1х. Пусть же

х£е(р\ Так как, очевидно, ef) = e(p,$i^u ерЦх\то fp{x) =~ , а

fp+i (х) = или ; и в том и в другом случае/^ (х) </р+1 (х)
(рис. 12; жирные отрезки образуют график функции /х, под-

график /2 заштрихован).
Кроме того, fp(x) =f(x)
при х(*е+со vy и

0</(х) -/,(*)<
-L

при всех />(/7 = 1,2,...)
и при всех х,

принадлежащих множеству

Е\(е+'Х, w £_„)• Значит,
/(л:) = lim/р(х) при всех

Р-оо

х£Е.
Если / (л:) > 0 при

всех л: £ то = Л при

k<0, е_ =А. Значит,

fP(*)>0 (х£Е).
Теорема доказана.

Замечание.
Построенная в теореме

последовательность ступенчатых функций \fp\p=x возрастающая:

fp(xXfp+Ax) при всех х£Е и p.£N.

Легко понять, что существует также и убывающая
последовательность {?р)Г=1 ступенчатых функций, такая, что lim<pp(x) =

Р
-*■ оо

= ср (jc) при всех х ^ Е. Для того чтобы построить такую по-

/ \ ^ *4" 1
следовательность, достаточно положить ур (х) = , если

xdej,®; срр(х) = + 00, если х^е+^\ ур(х)
—
—

оо, если х£е_к
(мы используем обозначения, введенные в доказательстве

теоремы).
3.3. Теорема 2 (З.Н). Пусть {/р1~=1

— последовательность

измеримых на множестве Е(Е^9л) функций. Тогда функции
sup fp, inf fp, lim fp, limfp {см. д. 1, n. 4) также измеримы на E.

ре N ре N p-у <*> р-+ оо

Доказательство. Рассмотрим вещественное число а.

132



оо

Тогда sup/„ (*Х а} = П Ь а так как

реN р—1

все множества, стоящие под знаком пересечения, содержатся
в 'Ш, то и множество в левой части равенства содержится в 9??.

Так же доказывается, что {х £ Е: inf f„(x) ^ а] £ при любом
реN

а£(— °о, +°°)- Значит, в силу замечания 1, функции sup/p
/?eN

и inffp измеримы. Функция limfp может быть записана так:

ре N р-> оо

lim//7 = inf (sup/p+m), и потому измерима. Так же доказывается

/?-> оо т ре N

измеримость функций lim fp.
р-У оо

Теорема доказана.

Следствие. Пусть [fp\p=l — последовательность функций,
измеримых на множестве Е(Е£(3W), пусть /—функция,
заданная по крайней мере на множестве Е(Е £99?), и пусть

lim fp(x)—f{x)
р->оо

при почти всех х(*Е (относительно некоторой полной меры ц).
Тогда функция / измерима на множестве Е.

Доказательство. Пусть E1={x£E'.f{x) = \imfp{x)),
Е0 = Е\ЕХ. Ясно, что f{x) = \\mfp(x) при всех и по-

р-> оо

тому функция / измерима на множестве Ег, а также на

множестве Е0, так как и [а—полная мера. Остается со¬

слаться на замечание 3 п. 3.1.

3.4. Теорема З(З.Н). Пусть Ф — функция, заданная в

пространстве Rm и непрерывная; пусть и пусть /(1),
/(2),..., /(т) — измеримые на множестве Е конечные функции.
Тогда сложная функция {д. 1, п. 3) Ф(/(1), /(2),..., /(т))
измерима на множестве Е.

Доказательство. Пусть /£Nm и [f(P)p~\ —такая
последовательность ступенчатых функций, заданных на

множестве Е, что limfp(x)=f^(x) при всех x£E(j= 1, 2,..., т).
р оо

Существование этих последовательностей вытекает из

теоремы 1. Рассмотрим сложную функцию Ф(/р\ fpm))-
Это — ступенчатая и потому измеримая на множестве Е

функция.

В самом деле, пусть ^— такое разбиение множества Е,
что функция fp] постоянна на каждом е Тогда все

функции fp'1 (/ = 1, 2,..., т) постоянны на
‘

каждом множестве

е(* ,Ср) V тр2) V • • • V Хр"\ а потому и функция Ф(fp \ ...,
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на нем постоянна. Теперь, пользуясь непрерывностью
функции Ф, заключаем, что при любом х(*Е

ф (/(1) (*),..., f[m\x))= ИшФ (/?> (X),..., /<“> (х)).

Применяя следствие, теоремы 2, заключаем, что функция
Ф(/(1),..., /(ш)) измерима как предел последовательности

измеримых- функций.
Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть /1( /2,..., fm — функции, измеримые,
заданные на множестве Е(Е£ SD?), и пусть суммаЛ+ • • • ~\~fm
определена на множестве Е. Тогда функция /j -{-... -f-
измерима на множестве Е.

ТП

Доказательство. Пусть Ей
—

П {•* £Е: |/,-(л)| < -f- со}.
/=1

Множество £0измеримо как пересечение измеримых множеств.

Функция /1 -(-...-f-fm измерима на множестве Е0 по теореме
(в качестве функции Ф нужно взять функцию, определенную
так: Ф(хх,..., хт) = х1-\-.. .-{-хт). На множестве Е\Е0
функция fi -j—... -f-fm принимает всего два значения —оо и -f-co;

т

множество {х £ E\fx (х) -f-... -f-/OT(x) = -f-co)=: и {х £Е: fAx) =

= -}-со} и потому измеримо; точно так же проверим
измеримость множества {х ^ Е: fx(x)... -j-/OT (л) = — °°). Значит,
сужение функции /х + ... +/m на множество Е\Е0—
ступенчатая измеримая функция. Поэтому функция Л + ... +/«
измерима на множестве Е (см. замечание 3 п. 3.1).

Следствие 2. Пусть flt /2 — функции, измеримые на

множестве Е. Тогда произведение fx-f% — функция, измеримая
на множестве Е.

Это следствие доказывается так же, как следствие 1 (нужно
учесть, что в соответствии с соглашением, принятым в д. 1, п. 1,
0-( +оо) = (+ оо)-0= 0).

Следствие 3. Пусть |/£] (££Е) — счетное семейство

неотрицательных функций, заданных и измеримых на

множестве Е, и пусть функция 2/е задана на множестве Е
£еВ

равенством l^fЛ(x) = '2if^(x) (х£Е). Тогда функция 2Л
ЦеЗ ) ieS Е eS

измерима на множестве Е.

Доказательство. Пусть <р
—

взаимнооднозначное

отображение множества N на множество Е. Тогда (предл. 5, д. 2,
п. 4 и замечание к предл. 1, п. 5)

2ЛМ= 11т2/,в| <*).
kea П * оо k=l
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Утверждение следствия вытекает теперь из измеримости всех
п

функций 2Д(Л) (^£N) и из следствия к теореме 2.
k=i

3.5. В этом пункте мы рассмотрим систему всех

подмножеств пространства R\ измеримых по Лебегу.
Теорема 4(3.11). Пусть Е0 с Е, ^v£,0=0. Пусть функ¬

ция / задана по крайней мере на Е и непрерывна в любой
точке х £ Е\Е0. Тогда функция f измерима на множестве Е.

Иными словами, функция, непрерывная почти везде на

измеримом по Лебегу множестве, измерима.
Доказательство. Пусть а —конечное вещественное

число, пусть х£Е\Е0 и f (х)^> а. Тогда существует такое

конечное число гх> 0, что во всех точках z множества

(Е\Е0) r\ Dv (х, Гу), где D*(х, гх) — открытый v-мерный шар
с центром в точке х радиуса г*, выполнено неравенство f(z)^>a.
Множество G= U и (х, гх) открыто, и {х £ Е\Е0 :f(x) > а\ =

х € Е \ Е0

= Gr^(E\E0). Так как последнее множество измеримо, то

функция /измерима на множестве Е\Е0. Функция /
измерима также на множестве нулевой меры Е0. Значит (см.
замечание 3 в п. 3.1), функция / измерима.

3.6. Перейдем теперь к выяснению связи между понятиями

суммируемости и измеримости.
Сначала докажем две леммы. Первая из них представляет

интерес и сама по себе.
Лемма 1. Пусть функция ср, заданная на множестве Е

(Е^Ж), измерима, неотрицательна и суммируема на Е.

Если | cprfji = 0, то ср (х) = 0 при почти всех х£Е.
Е

Доказательство. Ввиду измеримости функции ср

множество Ер = ^х £Е: ср (л;) измеримо при всяком

натуральном р. Кроме того, 0 = j* J cprfjx^ j^Ep. Значит, }ьЕр = 0
'

E Ер

{/7 = 1, 2,...). Но {х £ Е: ср (х) > 0) = U Ер, и потому

\i \х£Е: ср(х) > 0} =0.
Лемма доказана.
Замечание. В следующем пункте мы докажем, что

суммируемая функция измерима. Поэтому в условиях леммы 1

измеримости функции ср можно не предполагать. Из этой

леммы и теоремы 5(3.11) (см. ниже) вытекает, таким образом,
следующее дополнение к утверждению г) теоремы 2(2.11): если

tf £ L (Е, р-), \iE > 0 и <р (х) > 0 при почти всех х £ Е, то j сod^ > 0.
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Лемма 2. Пусть {<р^)^=1 — убывающая последовательность

измеримых неотрицательных функций, суммируемых на

множестве Е (Е^'Ш), и пусть lim f = 0. Тогда <?р(х)^0
р->0о j? р—уоо

при почти всех х£Е.
Доказательство. Пусть <р (х) = lim fp(x) (х£Е); функ-

Р -*■ ОО

ция ср измерима и неотрицательна. Проверим, что <?£L(E, jx).
Взяв последовательность чисел {£р)р=1 (sp-^0 и s^>0, р = 1,

Р -* оо

2,...) при каждом р {р= 1, 2,...), найдем разбиение хр£

£т(.9р> такое, что S(yp, ^Xjv^+v Тогда
Е

0<S(<P, ^)<S(«p, ^)< | ^ 0=1, 2,...)
Е

И 1р£Т(у, Е), lim [S (<р, О — s (ср, -т )] = 0. Поэтому, ввиду
р -> оо

теоремы 1(1.11), y£L(E, р,). По теореме 2(2.11) (утверждения

г), д)), | при всех /?£М. Следовательно,.
Е Е

Jcprf{x = 0. По лемме 1 ср(х) = 0 при почти всех х£Е, а эта

Е

значит, что lim срр (х) = 0 почти везде на множестве Е.
P-ь оо

Лемма доказана.

3.7. Теорема 5(3.11). Пусть функция / суммируема на

множестве Е (Е£$Л) по мере {*. Тогда / измерима на мно-

эюестве Е (мера ц, как всегда, предполагается полной).

Доказательство. Построим последовательность

разбиений множества Е, обладающую следующими свойствами:

X, 6 T(f, Е), хр+1 ^Р{р= 1,2,...), lim [S(/, V Е) - s (f, *р, Е)} =0
Р -у оо

(см. п. 1.6, § 1).* С каждым разбиением ip свяжем две

ступенчатые функции, заданные на множестве E'.f(p) и f[p)\ f(p]{x) =
= М (/, е), f{p) {х)~ т (/, е) при х£е, е£хр. Заметим, что

функции /(р) и fip) измеримы (см. пример 2). Проверим, что

/{р+1) (■*)>/(„,(■*); fiP+1)(x)<f{P)(x) при всех х£Е и всех р

(р = 1, 2,...). Пусть х£е, е£гр+1. Так как тр, то суще-

* Суммы S (/, тр, Е) и s (/, Тр, £) определялись только для функций,,
заданных по крайней мере на множестве £, тогда как теперь (см.
определение 4, п. 2.1) называем суммируемыми функции, заданные лишь почти везде

на множестве Е. Однако, не умаляя общности, можно считать, что функция
/ задана по крайней мере на Е, ибо в противном случае мы рассмотрели бы
множество ЕЛ, о котором идет речь в определении 4 (п. 2.1). Подобные
вольности речи мы будем иногда допускать и в дальнейшем изложении.
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ствует множество е^хр, такое, что ecze; fp+i(x) = m(f, е

>/я(/, e)=fp(x), fip+1](x)= M(f, в)<Ж(/, e)=f[p){x).
Таким образом, разность /(р)(х)—f{P)(x) с ростом /?

убывает, какова бы ни была точка х£Е. Положим ур{х) =

=fip\x)—f{p) (х). Последовательность функций <рр
удовлетворяет всем условиям леммы 2 предыдущего пункта. В самом деле,

lim j срpdp = lim J{f[p) —f[p)) dp
— lim ( £

3

"P

- X SApM={S (/> ^ ~s (/’ ^))=°-

Значит, limiy/,(x) = 0 при почти всех x£E. Но при всех х£Е

f(P) (х) ^.f(x) ^f{P) (х)> та1< что функция / почти везде на

множестве Е оказывается пределом последовательности

измеримых функций {fp)p=i и потому (по теореме 2) измерима.

Теорема доказана.

Далеко не все измеримые функции суммируемы.
Суммируемость измеримой функции равносильна существованию
хотя бы одного допустимого разбиения.

3.8. Следующая лемма важна потому, что в ней содержится
самая существенная часть изложенной ниже теоремы 6 (3.II).
Идея ее доказательства была намечена в самом начале

параграфа и принадлежит Лебегу.
Лемма I. Пусть Е (Е — множество конечной меры

и пусть f — ограниченная функция, измеримая на Е. Тогда

/€М£ {*)•
Доказательство. Пусть е — положительное число. Числа

m(f, Е), M(f, Е) конечны по условию. Отрезок [т (/, Е),.
М (/, Е)\ представим в виде объединения семейства

промежутков {Д,.} U е N„), где Д,- = [т (/, Е)+L {М (/, Е)-т (/, Е)\

m(f,E)+J^(M(f,E)-m{f,E))\, j=0,..., п-2; Дя.г =

М (/, Е) —
М

—

п

т

, M(f, £)j, а номер п выбран
^

М (f, Е) — m(f, Е) г? ^ \к
столь большим, что —— Множества ej

=

— {л: ^ Е: f(x) ^ Д;-} (у' = 0, ..., п—1) образуют разбиение х

множества Е: все они принадлежат так как функция / из-
tl— 1

мерима; если х£Е, то f(x) £ [m{f, Е), M(f, Е)] — U Ду, так

7=0

что Е= \Je\ различные множества еу, еу^ъке имеют общих
е 6 т
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точек, так как f\ey\ С Ау',/[£/'] сА;- и А/'.Ду не имеют общих
точек. Разбиение х допустимо для функции /— ведь для нее

.допустимы все разбиения множества Е (см. п. 1.3).
Оценим сумму 2ш(/> е)Ре:

еех

2«о(/, е)ре = ^т{/, в]) V-ej <
Е)~т (/’ £)

% ?е} =
гет /=0 у=0

так как из включения /(еЛ С Д, следует, что колебание о>(/, е.)
л “ M(f, е) — т (/, е)

не превосходит длины промежутка Д,-, равной — п—

<у = 0,1,..., п — 1).
Остается вспомнить критерий суммируемости (п. 1.6).
Лемма доказана.
Лемма 2. Если функция / задана по крайней мере на

множестве Е, измерима на множестве E{E^9K) и T(f, Е)Ф=А,
то f£L(E, fi).

Доказательство. Ввиду того, что' множество Т(/, Е)
не пусто, существует допустимое для функции / разбиение х

множества Е (см. определение 1 п. 1.3). Пусть е — какое-нибудь
положительное число. Положим

_ т0 = [е 6 х : М (/, е) Ф -(- °° j лл [е £ х : m (/, е)Ф= — оо} лл

^ Iе 6 х ; v-e “С ~Ь 00}•
Согласно предл. 2 (д. 2, п. 5), найдется такое семейство

положительных чисел {ее} (е£т0), что 2 ее — е- По лемме 1, при
еех0

любом е£х0 существует допустимое разбиение хе множества е,

такое, что 2 “(/> е)К^ее- Пусть теперь =

_>) ^ (•*\ *со)-

Ге^ еб‘°.
Ясно, что Поэтому (лемма 1 п. 1.3) xs£T(f, E). Кроме
того, согласно предл. 6 (д. 2, п. 4),

2ш(/> е)к=2 e)K<2se—8
eez0 ~е

еех£ еете

(мы не пишем слагаемых, отвечающих множествам
ибо они равны нулю). Остается вспомнить известный признак
суммируемости (п. 1.6).

Лемма доказана.

Теорема 6(3.11). Пусть f— функция, заданная по крайней
..мере на множестве Е, измеримая на множестве Е (E^^fR),
и пусть hx, h^L (Е, jjl). Если

hx(x) <!/(х) ^h2(x) при всех х£Е, (2)
то и f£L (Е, [а).
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Доказательство. Пусть T(hj, Е) (у = 1, 2). Тогда
(лемма 1 п. 1.3) разбиение х = хх У \ допустимо и для hly и для

h2. Из неравенства (2) следует, что

m(hx, e)\te < tn(f, e)pe^m(h2, е)ре,
M(hu е)[>.ez^M(f, ё) ре ^М (А,, е)ре

при всех е£х.
Применяя предложение 3 (д. 2, п. 4), заключаем, что

T(f, Е), и потому Т(/, Е)Ф Л. Функция / измерима на

множестве Е по условию, и остается сослаться на лемму 2.

Теорема доказана.

Следствие 1. Если: функция / задана по крайней мере на

множестве Е, измерима на множестве Е, если функция h

суммируема на множестве Е по мере ja и если

I/WKAW
при всех х^Е, то f£L(E, ja).

Доказательство. Применим теорему с h1 = — h, h2—h.
Отметим, в частности, что если функция / измерима на

множестве Е и неотрицательна:

f(x)> О

при всех х£Е, и если f(x)^.h(x) при всех х£Е, где

£L(E, |а), то и f£L(E, [а).
Следствие 2. Для того чтобы функция / была суммируе-

.мой на множестве Е (££90?), необходимо и достаточно,
чтобы она была измеримой на множестве Е и чтобы

\f\GL(E, V-)-
Доказательство. Необходимость была установлена в

теоремах 5 (3.II) и 2 (2.II). Достаточность вытекает из

следствия 1 (нужно положить h = |/|).
Следствие 3. Если fug — функции, измеримые на

множестве Е(Е£9D?),/£ L (Е, [a), a g — ограничена, mofg^L (Е, ц.).
Доказательство. Произведение fg — измеримая функ-

ция на множестве Е; \fg\ М (| g|, E)-\f\, функция М (|g|, E)-\f\
суммируема на множестве Е по теореме 2(2.11). Остается
применить следствия 1 и 2.

3.9. Подытожим теперь известные нам достаточные условия
суммируемости в следующих двух утверждениях.

1. Если множество Е (Е£ 99?) имеет конечную меру, а

функция / измерима и ограничена на множестве Е, то /£/. (Е, р.)
{лемма 1).

2. Если множество Е (EdRv) измеримо по Лебегу и

ограничено и если функция /, заданная на множестве Е,
непрерывна почти во всех точках £ и ограничена, то / суммируема
на множестве Е по мере Лебега. Это сразу следует из

предыдущего утверждения и теоремы 4 (3.II).
Рассмотрим несколько примеров суммируемых функций.
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Пример 1. Пусть функция / задана на ограниченном и

замкнутом множестве Е (EdRv) и непрерывна на нем. Тогда
/€£ [Е, t\), ибо / ограничена по известной теореме Вейер-
штрасса, a < + оо.

Пример 2. Пусть функция / задана на промежутке [а, b]
(a, b£R) и непрерывна на нем всюду, за исключением

конечного числа точек, в которых она имеет разрывы первого рода
(скачки). Тогда, как легко видеть, функция / ограничена, а

потому и суммируема (по Лебегу) на промежутке [а, Ь].
Пример 3. Пусть ? — кусочно-гладкий путь (д. 3, п. 3),

заданный на [а, Ь], носитель *f[[a, b]] которого содержится в

открытом множестве G, >2(0)< + 00 (GdR2), и

пусть/—ограниченная функция, заданная на множестве G и непрерывная
во всех точках множества G\f [[а, &]]. Тогда /£1(0, [л2).
В самом деле, ведь jj.2(f [[а, £]]) = 0 (см. гл. I, п. 4.2).

Если воспользоваться результатом упражнения,
предложенного в конце п. 4.2 гл. I, то можно доказать следующее.

Пример 4. Если Г— гладкая Х-мерная поверхность,

содержащаяся в ограниченном множестве Е £ 9!)Г (v > X), а

ограниченная функция / задана на множестве Е и непрерывна на

множестве i?\r, то f£L(E, t\).
Утверждения 1 и 2 очень важны. В них установлена

суммируемость широкого класса функций. Но часто приходится

решать вопрос о суммируемости неограниченных функций или

функций, заданных на множестве бесконечной меры.

Для этого бывают полезными излагаемые ниже результаты
(особенно в сочетании со следствием 3 теоремы 6).

Лемма. Пусть функция fa задана на множестве /^XJO) *

равенством.

|МС =(*?+ ... +**)в/2
1. Если а О, то fa£L ([—а, а] X ... X [—а, 1\); если

v раз

a>v, то fa£L ([—a, a] X ... X [—а, а], (\)
v раз

(0<а< + оо).
2. Если a > v, то fa£L (R'l\[— a, а\ X ... X [— а, а], }\);

v раз

если a<; v, то /а £1 (R4\[— а, а) X ... X [— а, а.], t\)
v раз

(О < d < -f- оо).
* Символом 0 мы обозначаем здесь ту точку множества /?v, все

координаты которой равны нулю.

=(*ь .).2 х‘,Ф О

.5=1
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Доказательство. Докажем первое утверждение. Пусть

(р —1,2,...) (так что Д0=д —\-± ±] v у Г— —
р
—

2Р ’ 2Р I Л - ‘ Л I 2Р' 2Р

v раз

= [— а, а] X ... X [—а, а]) и пусть Ер
—

Др\ДрН (р = О,
v раз

1.2...). Функция /а непрерывна на множестве Ер{р=0, 1,

2....) и потому измерима относительно о-алгебры 9DT по
теореме 4 (3.II). Кроме того, ясно, что функция /а ограничена на

множестве Ер и рчЕр < + со при любом р £ N. Значит, по

лемме 1 п. 3.8, fa£.L (Ер, при каждом р — 0, 1, 2, ... .

Учитывая равенства

Д0 = U ^U|0}, Ер’ р\ЕР” =К при р’Фр"
/7=0

и неотрицательность функции /о, заключаем, что для

суммируемости функции /в на квадрате Д0 необходима и достаточна

сходимости ряда /ed(\ (следствие 1 к теореме 5 (2.II)).
Р=1 Ер

Если хх= (xlt ...
, xv), то л; £Др, и потому \xj\<-~

(У=1,..., v), следовательно, /,(*) =—+^
г >

ла/? пар

> -~—а- *, так что от (/„, Ер)^т (/в, Д ) > -^гш
•

(a / v j » • v

С другой стороны, если л = (хь ...
, xv) £ЕР, то x^Ry\Ap+1.

Значит, среди номеров 1, ...,
v найдется номер у, такой, что

потому /,М=-|2+
1

+ |;(jF|.„<

<TsW,r=]^F<^!7!i-Зна,ит' MV« Е>)<

Вычислим еще лебегову меру множества Zy

рА =

^ (apW)= - t\AP+i = (^r)v -(•
Таким образом, .-L^^ < (2a)v •

, р = 1, 2,...

* Мы считаем, что a > 0, так как если a < 0, то /а непрерывна и

ограничена на квадрате Ах.
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Нетрудно оценить произведения М (/о, Ер)^Ер и т [fa, Ер) ?Ер\

Первое утверждение леммы доказано, а второе доказывается
аналогично.

Теорема 7(3.11). а) Пусть g — функция, измеримая на

квадрате Д = [— а, а] X ... X [— я, а] (0 < а < + оо). Если
а < v и функция g ограничена, то* Д, i\). Если

tn (g> Д)>0 и a>v, то gfal:L (Д, р„).
б) Пусть g

— функция, измеримая на дополнении R',\k
квадрата Д. Если а > v и g ограничена, то gfa£L (R'>\&, цД

a^v и m(g, R*\Д)>0, mo

Доказательство. Докажем утверждение а). Если <*<>
и g
—

ограниченная функция, то произведение gfa суммируемо
в Д в силу доказанной леммы и следствия 3 п. 3.8. Запишем

теперь неравенство g(x)fa (л) > m(g, Д)fa(x), справедливое при
всех л£Д, •*=?*= О, и пусть a^v, m(g, Д)>0. Если бы произ-

* Функция /а определена в лемме на стр. 140.

Так как на основании теоремы 2(2.11)

р

то и подавно

рг

Следовательно, если v > а, то

если v^a, то

/>-1 ехр

е/аЬШ'\Д, ъ):



ведение gfa было суммируемым в Д, то, по теореме б, была бы

суммируемой в Д и функция m(g, Д)fa, а тогда, по

теореме 2 (2.II) (утверждение б)), и /в была бы суммируемой в Д,
что неверно. Аналогично проверяется и утверждение б).

Теорема доказана.

Приведем несколько примеров исследования функций на

суммируемость.
Пример 1. Выясним, суммируема ли (по Лебегу) на

промежутке (0, + оо) функция F:F(x)= агс1£х. (*6(0, + оо)).

Рассмотрим промежуток [1, -f- оо). Для всех точек х 6 [1, + °°)
' атс^х~ ^arC^f Значит, функция F не суммируема в

промежутке [1, + оо), а тем более во всем промежутке (0, + со).

Пример 2. Пусть Fa{x)
— e~xxa~1, а > 0, л: >0. Докажем,,

что Fa£L((0, + со), pj).
Функция Fa непрерывна всюду и потому измерима. Имеются

две причины, по которым Fa может оказаться несуммируемой:
бесконечность меры ^ промежутка (0, + со) и

неограниченность функции F (при a < 1 в промежутке вида (0, Л)).
Проверим, что Fa(*L((0, А), при любом Л 6(0, + оо).

Если а^1, то справедливость этого утверждения вытекает

из утверждения 2 в п. 3.9. Если а< 1, то мы можем

применить утверждение а) теоремы 7: Fa—f^g, где £(•*) = е~х

(л6(0, + со)), a l-e<v=l.
Проверим теперь, что /^/.([Л, + °° ), lh) (0<Л< + оо).

Пусть а > 1, тогда lim Fa(x)xa = 0, и потому Fa(x)= g(~x]- ,

^ X -> -J- оо JC

где g
—

ограниченная функция (л: 6 И, + со)). Остается еще

раз применить теорему 7.

Итак, функция Fa на промежутках (0, А) и [А, со)
суммируема. Поэтому Fa£L((0, + оо), fij).

Этот результат показывает, что каждому числу «6(0, -)-• оо).
отвечает число f Fady.х; иными словами, возникает отобра-

(0, +оо)

жение промежутка (0, + °°) в множество R, ставящее в

соответствие числу а 6(0, + оо) число j i- Этоотображе-
(0, +оо)

ние называют Г-функцией (гамма-функцией) и обозначают
буквой Г. Г-функция очень употребительна в анализе (почти
так же, как привычные читателю функции sin, cos, log и т. д.).

Выпишем еще раз равенство, определяющее эту функцию:
+ ^

Г(л)= j e-Ha~4t (a6(0, + оо)).
0
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Вычислим значение Г-функции в точке п (rafN). Сначала
подсчитаем Г(1):

{мы, как обычно, считаем, что 01 = 1). При п— 1 это
равенство уже установлено. Допустим, что оно верно при
некотором п, и проверим, что тогда оно верно и при га + 1:

Для этого достаточно проверить, что Г(а-|- 1) = аГ(а) при
любом а£(0, + оо). Имеем

Формула аГ (a) =T(a-f-1) называется формулой
приведения для Г-функции.

Пример 3. Пусть F{x) = (х£ (0, + оо)). функция F

непрерывна, но не суммируема на промежутке (0, + °°). В

самом деле,
оо Я(* +1) CO 1t(fc + l)

(следствие 1 теоремы 3 (2.II));
П

je~tdt=l-e-n (raGN)

в силу формулы Ньютона—Лейбница; поэтому

Г(1)= Иш(1—е~п) = \.

Докажем, что

Г (га) = (га — 1)! (ra£N) (3)

Г(д -j- 1) — ft!

Г (а + 1) = e-Hadt = e~4adt =
т

0

т т

= P-'er*dt =

w-ie-tdt =

4- оо

— a j ta-1e-tdt = aV(a).
0



так что -f °°). lh)> а потому и Ef*L((0, 4-оо),
(следствие 2 к теореме 6).

В связи с содержанием этого пункта у читателя может

сложиться впечатление, что суммируемость измеримой функции
на множестве бесконечной лебеговой меры непременно
связана с достаточно быстрым стремлением этой функции к нулю
в бесконечности. Нижеследующий пример показывает, однако,
что это не всегда так.

Пример 4. Пусть функция / задана на луче [0, + °°)
следующим образом:

к + -^г|принекотором 6(&=1,2,...),

к, к + Щ.
fc + 1

Эта функция ступенчатая и неотрицательная, причем 1 f(x) dx=
ОО k-'r\ jj

= ^-,такчто^ ^ f(x) dx < + оо и/£/.([0, + oo), j^).
k=0 k

rip имер 5. Пусть S — не более чем счетное множество,

[а—числовое семейство, а 9??— множество всех

подмножеств множества Е, и пусть ре равно числу элементов

множества е (еаЕ), если е — конечное множество и |ig = -fco в

противном случае. Пусть/(|) = а5 (££Е). Легко понять, что

/££ (Е, р) тогда и только тогда, когда числовое семейство

{а%\ (|£Е) суммируемо. В этом случае | fdp = ^ af. Напом-
а 5ез

“

ним, что мера t* уже была рассмотрена (пример.2 из п. 2.1 гл. I).
ЗЛО. Лемма 2 из п. 3.8 показывает, что если функция /

измерима, неотрицательна и не суммируема на множестве Е

(££90?), то суммы е)ре, отвечающие любому раз-
еех

биению х множества Е, равны + 00
• Можно проверить (и мы

предоставляем это читателю в качестве полезного и не очень

легкого упражнения), что sup m(f, е)\хе = + оо (supremum
z

еех

вычисляется по всем разбиениям множества Е). Поэтому для

несуммируемой неотрицательной измеримой функции supremum
„нижних сумм“ и infimum „верхних сумм" Дарбу равны. Ввиду
этого представляется естественным следующее определение.

Определение 1. Пусть множество ZT69D?, функция/
измерима на множестве Е и неотрицательна: f(x)^0 (х(*Е).
Если f£L(E, (->.), то ^fdp — -\-<x>.

т=

А, если х

О, если л 6 U [
ft=i L



Теперь можно определить интеграл для некоторых несум-
мируемых функций, принимающих значения разных знаков.

Сначала заметим, что если функция / измерима, то /+ и /~
также измеримы (см. пример 3 в п. 3.1) и неотрицательны.

Определение 2. Пусть множество 2:69ft, /—функция,
измеримая на множестве Е. Предположим, что §f+dp и]/~с?|а

Е Е

не равны одновременно + оо (т. е. хоть одна из функций /+
и /" суммируема на множестве Е). Тогда говорят, что

функция / имеет интеграл, и полагают J*fdp — J f+dp — j* f~dp.
E E E

Отметим сразу же, что если f£L(E, jx), то ранее
определенный интеграл функции / (см. п. 1.5) равен ее интегралу в

смысле только что данного определения. Это следует из

теоремы 2 (2.11).
Не следует думать, что рассмотрение интегралов от не-

суммируемых функций вызвано стремлением к чисто

формальной общности. Потребность в таких интегралах возникает хотя

бы в связи с задачей о мере подграфика неотрицательной
измеримой функции (см. введение к этой главе). Ведь мера
подграфика имеет смысл для любой такой функции, независимо

от того, будет ли эта функция суммируема или нет. В § 5 мы

увидим, что мера подграфика функции всегда равна лебегов-

скому интегралу этой функции. Кроме того (и это самое

существенное), введение бесконечных интегралов сокращает и

упрощает формулировки многих важных теорем (см.,
например, теорему Леви в § 4) и очень облегчает вычисление

интегралов от положительных измеримых функций (см. примеры
в § 6).

Необходимо впредь четко отличать свойство функции быть

суммируемой от свойства иметь интеграл: функция может

иметь интеграл по некоторому множеству, не будучи на этом

множестве суммируемой.
Сейчас мы покажем, что теоремы § 2 обобщаются на

случай функций, имеющих интеграл.

Предложение 1. Если функции / и g измеримы на

множестве причем /—g (см. определение 2 п. 2.1),
и / имеет интеграл, то и g имеет интеграл, и \fdp= | gdp.

Е Е

Доказательство. Легко видеть, что если /~g, то

/+— g+ и /“— g~. Так как / имеет интеграл, то либо /+, либо

/" — суммируемая функция. Если и /+, f~(*L(E, jx), то и

f£L (Е, [а) (теорема 2(2.11)), и доказательство завершается
ссылкой на теорему 1(2.11). Пусть; скажем, f+£L(E, р), а

f~^L{E, [*). Тогда, в силу теоремы 1(2.11), g+£L(E, fj.) и
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f' = J a g~(<L(E, р) по. той же теореме, ибо

Е

в противном случае функция /", будучи эквивалентной

суммируемой функции g~, сама была бы суммируема. Значит,

j g~dp — \f~dp = + 00 и

Е Е

f fdp—\f+d\% — jf-dp = Jg+dp — jg~dp— j gdp.
E E E E E E

Предложение 2. Пусть функции /, g измеримы на

множестве Е {Е^Ш) и пусть f(x)^g(x) при всех х£Е.

Если функция g имеет интеграл и если j < + со, то и

Е

функция / имеет интеграл, и

f fdp < j gdp* (4)
E E

Если функция / имеет интеграл и если —со <^fdp, то и

Е

функция g имеет интеграл, и выполняется неравенство (4).
Доказательство. Заметим, что если /(■*) -< g (л:) при

всех х £Е, то f+(x)^g+(x), g~(x)^f-(x) при всех х£Е.

Если функция g имеет интеграл и j gd\i < оо, то g+ £L(E, ji).
E

Но ведь функция /+ измерима и неотрицательна на Е. Значит

(теорема 6), f+(*L (Е, ^), и функция / имеет интеграл. Кроме
того,

. f /V[X < j g+dv.. (5)
E .

E

Если функция f~ суммируема на множестве' Е, то, по

теореме 6, g~(*L (Е, и

ЕЕ

Если же f~£L(E, у), то правая часть последнего неравенства
равна -(-оо, и это неравенство верно тривиальным образом.
Умножим его на —1 и, сложив с неравенством (5), получим

неравенство (4). Такие же рассуждения приводят к. цели и

в том случае, когда J fdp —со.

Е
.

Следствие 1. Если функция F измерима на множестве Е,
m^F(x) при всех х £Е, т, М £ [— +°°], « хотя бы

* Заметим, что ни одна из функций, о которых идет речь в этом

предложении, не обязана быть суммируемой.
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одно из произведений т\ьЕ, М\^Е конечно, то функция F
имеет интеграл и

т\ьЕ J Fdp ^ МрЕ.
Е

Доказательство. Если М^Е < +°°? то применим
предложение 2, полагая f—F, а (x) = /W {х£Е)\ если же
— со <С.т^Е, то положим f(x) — т (х£Е), a g= F.

Предложение 3. Пусть функции / и g измеримы
на множестве Е и имеют интеграл; пусть а и $— конечные

вещественные числа и пусть символ a j fdp -fr р J gd\i имеет

E E

смысл. Тогда функция <xffig определена почти везде на Е,

имеет интеграл и j («/+рг) ф=«f/^+р j*
. Е Е Е

Доказательство. Если обе функции / и g суммируемы
на множестве Е, то утверждение следует из теоремы 2(2.11).
Поэтому ниже мы будем предполагать, что хоть одна из

функций / и g не суммируема.

Пусть а = р = 1. Раз сумма Jz+jg" имеет смысл, то либо

Е Е

оба интеграла равны +со, либо оба интеграла равны
—

со,

либо одна из функций fug суммируема, а другая нет (если
оба интеграла конечны, то обе функции fug суммируемы).

Рассмотрим случай, когда f /= f = В этом случае
Е Е

функции /", g~QL(E, tx), а /+, g+ £L (Е, у.). Значит, сумма

/(■*) + S(х) =/+ W+ S"1- (х)~ g~ (х) имеет смысл при

почти всех х£Е, так как функции /~ и g~, будучи
суммируемыми, конечны почти везде на Е.

Если бы функция f-\-g была суммируемой на множестве Е,
то она была бы конечной почти везде на множестве Е

(теорема 1(2.11)), и почти при всех х£Е оказалось бы, что

/+(*) + £+ (■*) = (/+£) (*) + (/“+ £")(■*),
и потому функция /++ ^+ была бы суммируема на

множестве Е как сумма двух суммируемых функций (ведь /- -j- g~ £

GL(E, р)). Но r(x)<f4x)+g+(x) (*££), rW</+Wr
+ g+(-*) и мы заключили бы (пользуясь предл. 2), что

J f+dy. < + оо, j g+dp < + оо, тогда к ак /+ £ L (Е, ja), g+ £ L (Е, ц).
Е

_

Е

Итак, f+g£L (Е, [а). Но из очевидного неравенства if+g)~(x)^
^f~(x)-hg~(x)(x^E) и из пред 2- следует, что (/+£)”€
(*L (Е, [а). Следовательно, (f-\-g)+(*L(E, у), и функция f-\-g
имеет интеграл j* (Z+g')^!1, равный + °о, что и требовалось

я

доказать.
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Случай J/— | g= —аналогичен только что рассмот-
Е Е

ренному.
Если же одна из функций, скажем /, суммируема, a g

—

нет, то / почти везде конечна, и потому сумма /+£
определена почти везде на множестве Е. Остальное следует, как

и выше, из равенства '(/ + £)*(■*)= /* С*) ЙГЧ-*)——
— g~(x), справедливого при почти всех х£Е.

Пусть теперь а — любое число. Заметим, что

а/+, если а>0,
(а7) | —а/", если а<0,

а/-, если а>О,
(а/) | если а<^0.

Если например, [/^= + оэ, то|/+я^= + 00, J /"^<С + 00•

£ я Е

Если а > 0, то (а/)+ = а/+ и функция (а/)+ не может быть

суммируема, так как иначе и /+=~(а/)+ была бы

суммируема.-С другой стороны, функция (а/)-= а/~ суммируема,
так что

j afdp = J (а/)+ tfjx. — j (а/)" ^
—

+оо = а Jjfrfy.
£ Я Е Е

Все прочие возможности исследуются точно так же.

Пусть, наконец, а и р — любые числа. Тогда, по

доказанному, функции а/ и §g имеют интеграл, и j afdp = a Jfdp,
E E

^$gdp—§^ gdp. Остается применить первую часть рассу
-

Е Е

ждения к сумме fx + gx, где /г = а/, gt = pg-.l
Предложение 4. Если функция / измерима,

неотрицательна и конечна почти везде на множестве Е, то функция
множества X, заданная на а-алгебре ^01Е равенством

■(е) = J fdp (e63W£),

является мерой (определение а-алгебры <~$ЯЕ дано в п. 2.3

этой главы).
Доказательство. Ясно, что Х(е)£[0, +°°] при всех

е^^ЯЕ. Проверим, что-функция ~к счетно-аддитивна. Пусть

{•£{} (1€н)— не более чем счетное семейство измеримых
подмножеств множества Е, Е^г^Е^

— А при Тогда

и а е В Е^
£ € Е
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В самом деле, если последняя сумма конечна, то, по

теореме 5 (2.И), функция / суммируема на множестве U и

Е е S

равенство

X(U£6) =2^ (6>
U в в ■; е 6 s

в этом случае доказано.

Если же 2 j* fdtA==+00> т0 функция /не может быть сум-

мируемой на U А (по теореме 3(2.11)), и потому \ fdp= + оо.
£е3 U Ее

ЕеВ
5

Значит, и в этом случае равенство (6) установлено.
Проверим, что ^ — з-конечная функция множества. Пусть

ОО

Е = U Аь, где {Аа}Г_, — возрастающая последовательность
ft=i

измеримых подмножеств множества Е, при всех k

(k=\, 2, . . .). Положим Ek — {х £ Ак :/ (л) ^ к), Е+а> =
СО

— [х£Е :f(x) = +°°}. Легко видеть, что E—E+m\u U Ек.
k—l

Вместе с тем, \(Е+со) = 0 (так как iaZ:+oo=0), X(Z^) <+ оо, так

как, по лемме 1 п. 3.8, функция / суммируёма на

множестве Ek.
Замечание. Если функция /, заданная на множестве Е

имеет интеграл, то

j/^<J|/Ktx.
Е Е

Доказател ьство. Для суммируемых функций это было

установлено в теореме 2(2.11). Если же / £ L (Е, ji), то

)/| £ L(E, |а) (см. следствие 2 теоремы 6), и последнее

неравенство также верно.
3.11. Пусть /—комплекснозначная функция, заданная на

множестве Е (£'(<9)?). Мы будем говорить, что функция/
измерима, если измеримы вещественные функции Re/ и 1т/.

Легко понять, что теорема 5 верна и для

комплекснозначных функций.
Теорема 8(3.11). Комплекснозначная функция /

суммируема на множестве Е{Е^СШ) в том и только в том

случае, когда она измерима на этом множестве и \f\£L(E, р.);
кроме того, если / суммируема на множестве Е, то

W <Л/№- (7)
Е Е

Доказательство. Положим fi(x) — Rzf(x), А(х) —
— 1m f(x) (х £ Е). Пусть /— измеримая функция и |/| (Е, р).
Тогда функции и /2 измеримы на Е и |/i(*)| |/(-^)|.
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I/i (■*)!< !/(■*) I (•*££)• По теореме 6,fj^L(E, ^) (y = 1, 2),
и, значит, функция / суммируема на множестве Е. Если же

известно, что функция / суммируема на множестве Е, то, по

определению (см. п. 2.6), f и /2 суммируемы, а потому и

измеримы на Е. Значит, и /—измеримая функция. Кроме
того, |/(.к)| =VЯ (х) +Д (*)< IЛ (*) f +1/2 (х) | (х£Е). Функ-
ция |/| измерима на множестве Е по теореме 3, а так как

J/J + l/г\еЬ{Е, р), то \f\£L(E, р).
Осталось доказать неравенство (7). В том случае, когда

Jm>=о, оно очевидно. Если же §fdp=£ 0, то положим

z —
-I

\fdp / \fdp
Е \Е

Ясно, что | z | = 1 и z j* fdp — J fdp .

ЕЕ

В силу аналога теоремы 2(2.11) для комплекснозначных

функций, z j fdp = J zfdy.. По определению интеграла от ком-

Е Е

плекснозначной функции Re / J zfdp\ = j Re (z/) Итак,
\e j Б

j fdp = 2 j fdp = j zfdp — Re ^ j zfdp j = j Re {zf) dp <

< j I Re (z/) | dp.

Ввиду того, что | Re (zf) (x) | (zf) (x) | (x^Z:), имеем

j/Ф < J* |z/|rf|»==J|zH/|rfp = Il/№. '•
Е E Е E

и теорема доказана.

§ 4. Предельный переход под знаком интеграла

В этом параграфе мы будем изучать зависимость величины

интеграла от подынтегральной функции. Нас будет
интересовать следующий вопрос: пусть две функции / и g, имеющие

интеграл по множеству Е относительно меры р, близки друг
к другу (в некотором смысле слова, подлежащем, разумеется,

уточнению); можно ли утверждать, что и интегралы J fdp и

Jgdp близки?
Е

Е

Этот же вопрос можно поставить и так: если

последовательность функций {/Л”^!, имеющих интеграл по множеству Е,
в том или ином смысле сходится к функции /, то верно ли,

151



сходится к интегралу

Л=1

J fdp? Так возникает задача о предельном переходе под зна-
Е

ком интеграла.
Вопрос о предельном переходе под знаком интеграла

представляет собой частный случай одного из важнейших

вопросов математики — о возможности изменения порядка тех или

иных математических операций. В данном случае речь идет

об операциях интегрирования и предельного перехода.
На протяжении этого параграфа по-прежнему

предполагается фиксированной полная мера заданная на а-кольце 97L
4.1. Уточним прежде всего постановку задачи о

предельном переходе под знаком интеграла.
Определение 1. Рассмотрим множество Пусть

{/n}”=1 —последовательность функций, каждая из которых

определена во всяком случае на почти всем Е. Предположим,
что /— такая же функция. Если выполнены условия: 1)

существуют интегралы J fndp (я = 1, 2, ...)- и J fdp; 2) существует
Е Е

предел lim = j fdp, то говорят, что для последователь-.

Е Е

ности {/„}“=i и функции / возможен предельный переход под

знаком интеграла (по множеству Е).
Разумеется, если последовательность {/л}л=1 и функция /

никак не связаны между собой, возможность предельного
перехода под знаком интеграла трудно предвидеть. Обычно

связь между / и последовательностью {/„}”=1 осуществляется

требованием, чтобы последовательность {/„)“=1 в том или ином

(но всякий раз в точно определенном) смысле сходилась к/
Именно в этой ситуации и оправдывается термин
„предельный переход под знаком интеграла", поскольку вычисление

предела lim \ fndp заменяется нахождением интеграла J fdp
п~>оо

е Е

от предельной функции /.
Ниже мы ограничимся исключительно случаем, когда f{x) =

= lim fn(x) для почти всех х(*Е. Следует иметь в виду, что
П-> оо

даже в этом простейшем случае предельный переход под

знаком интеграла далеко не всегда возможен.

Пусть, например, ^
—

мера Лебега на числовой прямой,
£=(0,1),

fn-fn(x) = n2e~nx(x^^; п = 1, 2, ...); /:/(•*) =
= lim/„(x) = 0 (х£Е).

/Z —> оо
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Тогда j fnd^— f n2e~nxdx= n (1—£~");^J+00. Между тем

£ о

j fdy-i — 0.
E

4.2. Первая теорема о предельном переходе под знаком

интеграла относится к тому случаю, когда последовательность

I/л l^=i монотонна.

Лемма. Пусть Е £ 90?. Предположим, что имеется

последовательность {/„1^! вещественных функций и функция f,
каждая из которых задана по крайней мере на множестве Е.
Если выполнены условия:

1) функции fn (я = 1, 2, ...) суммируемы на множестве Е,

причем I— sup ^fndp <■ + 00;

2) 0<Л (хГ</2 (х) < . . . </„ (х) < ... (X £Е);
3) /(х)= Нт/п(х),

П-*- оо

то функция / конечна почти на всем множестве Е.

Доказательство. Рассмотрим множества^
e*=[x£E:fn(x)>k} (п, £=1, 2, ...).

Поскольку функции /„ измеримы на множестве Е, то

(,п, £ = 1, 2, ...). Поэтому (теоремы 2(2.11) и 3(2.11)) на

основании условия 1)

/> С/п^> \fnd\>-'>kpekn (п, k — l, 2, ...),
Е \

еп

т. е.

(Я, А = 1, 2,'...). (1)

Используя условие 2), заметим, что е\ С ... С ekn С ...

ОО

(£ = 1,2,...), причем объединение ek— U е^= {х Е: f(х)> k\
/2=1

(£ = 1, 2, ...). Применяя теорему 3(2.1), находим с

помощью (1)
= lim к* <-г (£ = 1,2,...). (2)

П-* оо

Так как {х6Z? :f(x)= С еЛ (£ = 1, 2, ...), то

согласно (2)

(х{х€^:/(х) = + оэ)<^ (£ = 1, 2, ...),

т. е. у [х£Е: f{x)— +00} =0.
Лемма доказана.

153



Теорема 1 (4.II) (Б. Леви). Пусть имеется множество

последовательность (/„)“=1 вещественных функций
и , также вещественная функция f Предположим, ято

соблюдены условия:
1) функции / и /„ (п — 1, 2, ...) определены по

крайней мере на множестве Е;

2) существуют интегралы ^fndp > — оо (п — 1, 2, ...);

3) Л (*)</»(*)< ••.</«(*)<••• (*£Е);
4) / (^) = lim /„ (х) {х £ Е).

П-+ оо

Тогда для последовательности {/„}“=1 и функции /
возможен предельный переход под знаком интеграла (по
множеству Е).

Доказательство. Последовательность jj fndp\ бу-
I* J«=i

дет в силу условий 2) и 3) возрастающей (п. 3.10, предл. 2).

Поэтому существует предел /=lim \/„flf(A = sup I fndp. Функ-
оо £ п 6 N

£

ции /„ (п— 1, 2, ...) измеримы на Е, а тогда на основании

теоремы 2(3.11) ввиду условия 4) измерима на Е и функция /.
Поскольку /(х)^/„(л:) (лг^Я; п — 1, 2, ...), то- согласно

предложению 2 из гл. II, п. 3.10 условие 2) обеспечивает

существование интеграла j* fdp и неравенство j" fdp ^ J fndp
Е Е Е

(п = 1, 2, ...), так что | fdp > lim j fndp = 1. Если /=

последнее неравенство превращается в равенство,
составляющее утверждение теоремы.

Рассмотрим случай /< -j- °о.

Если возможность предельного перехода под знаком

интеграла будет установлена для последовательности {/„—Л}“=1
и функции /—f, то

j fdp= j ftdp -f- J (/—Л) dp — [fxdp -f lim j (/„—f) dp=
E E E E

следовательно, предельный переход- будет допустим также

для данной последовательности и данной функции. Но

функции /„—fx (я=1, 2, ...) и/—/х, удовлетворяя всем

условиям теоремы, обладают еще и тем свойством, что они не

принимают на множестве Е отрицательных значений. Таким

образом, можно считать, что сами функции /„ обладают
упомянутым свойством, т. е. что/„(л)^0 (х£Е; п= 1, 2, ...).
Ясно, что при этом выполнены все условия предыдущей леммы,
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так что функция / будет конечной на лочти всем множестве Е.
Удаляя из Е множество е = {х£E\f(x) = -}-оо}, имеющее

нулевую меру, мы добьемся того, что на Е\е функция / и

тем более все функции /„ (я= 1, 2, ... ) будут конечными.

Так как равенства \fdp = lim §-fndp и j* /flfjx = lim f fadp
E E £\e

n-x
E\e

эквивалентны, то отмеченное обстоятельство позволяет считать

функции / и /„ (п— 1, 2, ... ) конечными на самом

множестве Е.

Итак, пусть /<-J-oo, а / и /„ (я — 1, 2,,...)
неотрицательны и всюду конечны на множестве Е.

Рассмотрим сначала случай, когда [х£'<-(-оо.
Возьмем число о > 0 и введем множества

En(v) = {x£E-.f{x)—fn(x)<G) (я= 1,2, ...)
и функции <р„ (я = 1, 2, ...):

T»W=/»W+ ° (х^Е; п = 1, 2, ...).

Очевидно, что

j* ?ndp = J* fndp + °рЕ^ I+°рЕ < -)- °° (я = 1,2, ...). (3)
Е Е

Множества Еп(с) измеримы (я = 1, 2, ...), и f(x)<<f>n(x)
(х£Еп(о); п— 1, 2, ...,), поэтому в силу (3) существует
конечный интеграл J fdp (п. ЗЛО, предл. 2), причем опять на

еп (.)

основании (3)

j j 9pdp < j 9nd\>- < I+ (n~ 1,2,...). (4)
Bn(®) (°> £

Условие 4) теоремы вместе с предположением о конечности

функций fn (я = 1, 2, ...) и / обеспечивает соотношение

U Еп(о) = Е,
/2=1

а из условия 3) вытекает, что последовательность [Еп (а))“=1
возрастающая. Учитывая еще неотрицательность функции /,
можем воспользоваться результатом предложения 4 из гл. II,
п. 3.10, что приводит к оценке

J/fl^ = lim | fdp^/-)- арЕ,
Е п-*°°Еп(<,)

которая вследствие произвольности о.и конечности рЕ

равносильна неравенству Jfdp^ I. Противоположное неравенство
Е

установлено выше в общем случае. Стало быть,

j fdp = 1= lim j fndp.
E «-*«>£■
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Пусть теперь ji.£'=+co- В силу а-конечности меры [*.

(см. гл.1, п. 2.4) найдется такая последовательность {£■„,}“=,
множеств, входящих в о-кольцо 90?, что

Е= U Ет, рЕт<-\- оо (т = 1, 2, ...).
/тг=1

Ясно, что можно считать последовательность {Ет\°^=х
возрастающей, так как в противном случае мы заменим каждое

т

множество Ет объединением U Ek (т= 1, 2, ...).
k—l

Ввиду того, что рЕт<-\- со, для последовательности (/Л}Г=1
и функции / возможен предельный переход под знаком

интеграла по множеству Ет. Это значит, что

j" fdp — lim j* fndp lim j* fndp — I.
p П-+00 p П-+00 p
m m

Опять применяя предложение 4 из гл. II, п. 3.10 (на этот

раз к последовательности {Ет)^=^, заключаем на основании

последнего неравенства, что

Г/flfy, = lim | fdp^I,
E m-+oо E

m

а это, как и выше, означает справедливость утверждения

теоремы.

Теорема доказана.

Замечание 1. Аналогичная теорема справедлива для

монотонно убывающих последовательностей. Условия 2)
заменяются при этом требованием J/„^<С+ 00 (га = 1, 2, ...).

Е

Замечание 2. Полнота меры была использована в

доказательстве теоремы только для того, чтобы можно было

утверждать измеримость функций fn {п— 1, 2, ...). Если это

предположение включить в число условий теоремы, то

требование полноты меры становится излишним.

Замечание 3. Как очевидно, заключение теоремы
останется справедливым, если условия 1), 3) и 4) будут
выполняться лишь почти везде на множестве Е.

Применительно к функциональным рядам теорема Б. Леви

приводит к такому результату.
Следствие 1. Пусть {<p„}^=i — последовательность

измеримых на множестве Е{Е£ 90?) и неотрицательных {на Е)

функций, и функция / такова, что f(x)= <р„ (л:) (х£Е).
П= 1

Тогда J fdp = ^ j ?„Ф-.
Е /2=1 Е
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Доказательство. Принимая

/л(*) =Е ?*(•*> (Х€Е’’ л=1> 2, ...),
fe-i

мы построим последовательность {/„}“=1 функций, которая
вместе с функцией / удовлетворяет всем условиям теоремы.
Это значит, что

П оо

f fdp — lim Г fndp == lim 'S f ®kdp = V f
E

П~*°°
E

n"’°
h=lE k=lE

Вместо рядов можно рассматривать произвольные (не более
чем счетные) семейства.

Следствие 2. Пусть {cpgJ (|£Е) — не более чем счетное

семейство функций, измеримых на множестве Е (Е g 90*?) и

неотрицательных на множестве Е. Если /—такая

функция, что f(x) =V <р£ (х) (х£Е), то существует f fdp, причем
tea

■

Е

Jm-XK^ (5)
Е ЕеЕ£ .

Доказательство. Если Е — конечное множество,то

справедливость (5) вытекает из предложения 3 (гл. II, п. 3.10). Пусть
Е — бесконечно. Тогда существует взаимно однозначное
отображение со множества N всех натуральных чисел на

множество Е. При этом вследствие неотрицательности функций
<Р$ (’6 s) (см. предл. 5 (д. 2, п. 4) и предл. 1 (д. 2, п. 5))

2 ?«-(«)(•*)= X (*)(■*>= X И ^f(x) (х € Е)>
л==1 /zeN EeS

и по тем же причинам
f

со

2 J \dp= £ j срщ(я)ф=£ j ТЮ(Й)Ф.
£еЕЯ neN£ п=\Е

Остается воспользоваться результатом следствия 1.

Приведем еще одно во многих случаях полезное утверждение.
Следствие 3. Пусть {<р£} (££Е) — не более чем счетное

семейство измеримых на множестве Е (Е £ 9Т?) и

неотрицательных на Е функций.
Если семейство || (|£Е) суммируемо, т. е. если

X f <С + 001 то для почти всех х£Е суммируемо се-

5е BE

мейство { <р5(х)} (;£Е), иными словами, X ??' (х) < оэ для
£ eS

почти всех х£Е.
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Доказательство. Введем функцию /, полагая /(-*) =
= ^ <р£(.х) На основании следствия 2

5бЕ

J fdp =21 У^Р < “Ь °°- Значит, / суммируема на множестве

Е Е 6 Е £

£ и тем самым почти на всем Е конечна (теорема 1 (2.II)).
Замечание 4. Соображения, аналогичные тем, которые

упоминались в замечании 3, можно высказать и по отношению

к следствиям 1, 2 и 3.
4.3. Следующая ниже теорема, не являясь, строго говоря,

теоремой о предельном переходе под знаком интеграла,
примыкает,- однако, к этому кругу вопросов.

Теорема 2 (4.II) (Фату). Пусть последовательность

функций {/„}J=1, функция /0 и множество Е (Е £ 9}?) обладают

следующими свойствами:

1) fn (п= 1, 2, ... ) и /о определены по крайней мере на

множестве Е;
2) при каждом п (п = 1, 2, ... ) функция fп измерима на

множестве Е\
3) существует суммируемая на Е функция такая, что

fn(x)>'V(x) (■*££; Л = 1, 2, ...);

4) /о (*) = IIm/„(*).
п -*■ ОО

Тогда существуют интегралы J f0dp, [ fndp (я = 1, 2, ...)
Е Е

и справедлива оценка

f fodp < lim f fndp. (6)
^ £ tl-r oo £

Доказательство. Существование интегралов j fndp
'

'

■ E

(n = 1, 2, ... ) вытекает на основании предл. 2 п. 3.10 из

условий 2) и 3).
Введем функции gn, принимая

gn (х) = inf/„+,_! (*) (х 6 Е-, п
—

1, 2, ...). (7)
ре N

Эти функции измеримы на Е (теорема 2 (3.II)) и, поскольку,

очевидно, gn (х) (х) (х£Е; п — 1, 2, ...), имеют инте¬

гралы, причем j* gndp^ j" Wrfp > — оо (« = l, 2, ... ). Условие
Е Е

4) дает, кроме того, /0 jx) = lim/„ (х) = lim gn (х) (хЕ^). Так
Л-.00 Я-*“

как последовательность возрастающая, то для нее и

функции /0 выполнены все условия теоремы Б. Леви. Значит,

существует интеграл fQdp~liт | gndp■ Но в силу (7) gn(x)<
Е

“
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< fn(x) (x£E) ti
— 1, 2, . ..)• Следовательно (п. 3.10 предл. 2),

J I fndv- (« =1, 2, ... ) и, тем более, lim j <
if i? П-+ оо Я

< Hm j fndp, что вместе с доказанным ранее приводит к (6).
п~ Е

Если в условии 4) заменить нижний предел верхним, то

формулировка теоремы несколько изменится.

Следствие. Пусть последовательность функций {/„}”=1 ,

функция/(0) и множество Е (Е£ 9J?) обладают следующими
свойствами:

1) функции /(0) и fn {п— 1, 2, ...) заданы по крайней
мере на множестве Е;

2) при каждом п («= 1, 2, ...) функция /„ измерима на

множестве Е;
3) существует суммируемая на множестве Е функция Ф,

такая, что

/«(-*)<ф (•*) (х£Е-, п = 1,2,...);

4) /(0)(x) = to/„(A:) (х£Е).
П-+оо

Тогда существуют интегралы J/(0,ф и \fnd\l (я = 1,2,... )■
Е Е

-и справедлива оценка

[ f0]d\i > lim f (8)

Доказательство. Примем

fn=-fn (я = 1, 2, ...), /о= -/(0), w^-ф.

Легко проверить, что последовательность {/„}“=1, функции

/о и ^ удовлетворяют всем условиям теоремы. Например,

Jo (■*) = —/<0) (•*) = — Urn fn (-*) = lim [ — fn (л)] =Hmfn {x)
П-+ос П-+ос

Отсюда получаем, что нужные интегралы существуют и

Г fWdp = — j > — Hm jfndp =Iiin j fnd\K
E E E п~*°° E

Замечание 1. Если функции /„ (n= 1, 2, ...) и /0
неотрицательны на множестве Е и удовлетворяют условиям 1),
2) и 4) теоремы, то справедливо неравенство (6).

Доказательство. В этом случае будет выполнено

также и условие 3), так как в качестве W можно взять

функцию, равную нулю на множестве Е.
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Замечание 2. Утверждения теоремы и следствия

останутся верными, если ослабить условия 1), 3) и 4), потребовав
их выполнения лишь для почти всех элементов множества Е.

4.4. Следующая ниже теорема о предельном переходе под
знаком интеграла была исторически первой теоремой такого

рода (если иметь в виду современное- понимание интеграла).
Простота ее условий, сочетающаяся с большой общностью,
безусловно сыграла заметную роль в упрочении современной
концепции интеграла.

Теорема 3 (4.II) (Лебег). Пусть последовательность

{fn) Г=1 комплекснознаяных функций, комплекснознаяная

функция / и множество Е (Е £ 9D?) обладают свойствами:

1) функции f и /„ (« = 1, 2, ...) определены по крайней
мере на. множестве Е;

2) при каждом п (п = 1, 2, ... ) функция fn измерима на

множестве Е;
3) существует такая суммируемая на множестве Е

функция Ф, что

1/»(*)1<ф(*) (*€£; п = \, 2, ...);

4) f(x)= \imfn(x) (х£Е).
П-+ оо

Тогда для последовательности и функции / воз¬

можен предельный переход под знаком интеграла по

множеству Е.

Доказательство. Предположим сначала, что функции
fn(n — 1, 2, ...) вещественны.

Полагая Ф = — Ф, запишем условие 3) теоремы в виде

/л (х) > ЧГ (*), /„ (х) < Ф (Jc). (х£Е; п = 1,2,...).

Если принять еще /0=/<0) = /, то будут выполнены все

условия как самой теоремы 2, так и следствия к ней.

Следовательно, существуют интегралы ^ fdp, \ fndp (п
—

1, 2, ...) и

ЕЕ

справедливы неравенства

lim j fndp^ f fdp > lim \fndp. (8a)
л-oof E E

Но нижний предел числовой последовательности не может

превосходить верхнего предела. Таким образом, lim f fndp =
п -* оо Е

= lim ^fdp, а это означает, что существует предел lim J fndp,
П

Е Е

равный общему значению верхнего и нижнего пределов.
Учитывая сказанное, заключаем на основании (8а), что

/rfn = lim I /flrfjA. Случай, когда функции fn (п— 1, 2, ...)
Е П-+ОС Е
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могут иметь невещественные значения, исчерпывается
рассмотрением по отдельности последовательностей вещественных
и мнимых частей. В силу самого определения (п. 3.11) эти,

уже вещественные, функции измеримы и, как нетрудно
понять, удовлетворяют всем остальным требованиям теоремы.

Теорема доказана.

Во многих случаях для применений достаточно более

простое утверждение, формулировке которого предпошлем
определение.

Определение ,1. Будем говорить, что

последовательность |/„1^=1 функций, заданных по крайней мере на

множестве E(EaRv), равномерно ограничена на множестве Е,
если существует такое конечное число М, что |/„ (х) | < М
(х£Е; п= 1, 2,
Следствие. Пусть имеется последовательность {/„}“=1

функций и функция /, заданные по крайней мере на

множестве ££$)?, пртем рЕ<+ оо. Если функции /„(«= 1,2,...)
измеримы на множестве Е, последовательность {/„}”_,
равномерно ограничена на Е и /(i) = lim/„(x) (х£Е), то для

/1-> ОО

последовательности {/я)“=1 и- функции / возможен

предельный переход под знаком интеграла.

Доказательство. Над© применить теорему, взяв
в качестве Ф функцию, определенную на множестве Е
равенством Ф (х) — Л4 (х£Е), где М— общая граница на множестве

Е функций последовательности. Функция Ф суммируема,

потому что |фdp=MpE< + ОО.

Е

Замечание 1. В условиях теоремы и тем более в

условиях следствия функции /„ (п= 1, 2, ...) и / суммируемы на

множестве Е.

Доказательство. Для функции /„ это с помощью

теоремы 6(3.11) вытекает из условий 2) и 3). Поскольку на

основании теоремы 2(2.11) К/,,^ |< J \fn\dv- < f («=1, 2,...),
I Е I Е Е

той I J fdp I ^ j* Фйр < + оо. Стало быть, суммируема и

I Е I Е

функция /.
Замечание 2. Как и в предыдущих теоремах этого

параграфа, для справедливости заключения теоремы
достаточно проверить выполнение условий 1), 3) и 4) только для

почти всех элементов множества Е.

Проиллюстрируем теорему 3 примером.
Рассмотрим промежуток Д числовой прямой, содержащий

промежуток [0,1]; предположим, кроме того, что число 1 не
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является правым концом промежутка Д. Пусть g—
возрастающая непрерывная слева функция, определенная на Д. Под ^

будем понимать меру Стилтьеса, порожденную функцией g
(см. гл. I, п. 3.7 и гл. I, п. 2.6). Пусть далее /—конечная
функция, заданная по крайней мере на (0,1] и суммируемая
на [0,1] относительно меры [*. Определим функции /„ (я =
= 1, 2, ...), полагая

fn(x) = xnf(x) (*6 [0,1]; я='1, 2, ...).

Функции /„ (я=1, 2, ...) измеримы на [0,1] (следствие 2

к теореме 3(3.11)), а так как \fn{x) |<! |/(.х) | (х£ [0, 1];
п= 1, 2, ...), то, согласно теореме 6(3.11), /„ суммируемы.

Интегралы /л= f fndp (п= 1, 2, ...) называются момен-

[0Л]

тами функции / (относительно меры fi). Докажем, что

Hm/„=/(l)[g(l+0)-g(l)].
оо

Положим

М-*)= Нт/, (*) = {~.х (-«€[0,1]).
1/(1), х = \

Применяя к последовательности {/л}“=1 и функции /0
теорему Лебега (в качестве Ф берем |/|), получим

lim/„ = lim j fndp=-- j f0dp = J f0dp-j~. j f0dp =
П-+Ю л-°°[0, 1] [0,1] [0,1] [1,1]

=/0(1)1* [1,1].
Ho /o(l)=/(l), a

М1Л]=Ит^[1,1+4-) = Нт [ff(1+-r)-^(1)]=
= g(l+0)-g(\).

4.5. Теорема Лебега о предельном переходе под знаком

интеграла является частным случаем более общего факта,
доказательство которого опирается на следующую лемму.

Лемма. Пусть {<р„}“=1 последовательность
неотрицательных функций, заданных по крайней мере на множестве Е

{Е £ ЭД). Предположим, кроме того, что

1) <рл (п
—

1, 2, ...) измеримы на множестве Е\
2) lim <р„ (х) = 0 (*££).

П > оо

Тогда если рЕ < -)- сю, то, каково бы ни было число а > 0?
р{х^Е:^п{х)^о)-^0. (9)

Доказательство. Обозначим еп == {х £ Е: срл рс) > а) (я=
= 1, 2, ...). Условие 1) гарантирует включение (п =
= 1, 2, ... ), так что левая часть в (9) во всяком случае
имеет смысл.
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Предположим сначала, что последовательность {<р„(.*)}“==1—
убывающая для каждого х£Е. В этом случае множества

еп (« = 1, 2, ...) образуют, очевидно, убывающую
последовательность, причем на основании условия 2)

оо оо

П еп=П {x£E:fn(x)>o} = (xe£:lim<pп(х)>а\=А.
/1=1 /2=1 I Л-*- оо J

Поскольку, как отмечалось, множества еп принадлежат о-алге-

бре ‘Ш («= 1, 2, ...), утверждение (9) вытекает из сказанного

выше с помощью пункта б) теоремы 3(2.1).
Рассмотрим теперь общий случай. Введем функции

полагая

•}>„(■*) = sup ?„+,(*) (х£Е-, п= 1, 2, ...).
р eN

Последовательность {'ЫГ=1 удовлетворяет всем условиям

леммы (см. теорему 2(3.11)). Кроме того, !ФЛ}^=1 — убывающая
последовательность. Следовательно, по доказанному,

V.{x£E:iin{x)>*)-^Q. (10)
П-у оо

Но ввиду того, что <рл(л)(х) («=1,2, ... ; х£Е), имеет

место включение

ея={хвЕ: ?„ (*)>«} с (х£Е :<Ьп(х)>з) (л =1,2, ...).
На основании монотонности меры (пункт а) теоремы 2(2.1))
отсюда получаем {яб-Е: <}>п(л:) > а} (« = 1,2,...), что

с помощью (10) приводит к искомому результату.
Лемма полностью доказана.

Определение 1. Рассмотрим последовательность
*

{/„}“_!
функций, каждая из которых задана по крайней мере на

множестве Е (Е(* 90?). Предположим, что fn («=1,2,...)
суммируемы на множестве Е. Будем говорить, что функции
fn («=1,2,...) имеют на множестве Е равностепенно
абсолютно непрерывные интегралы, если, каково бы ни было

число е > 0, можно указать число 8 > 0 так, что

для любого множества е, удовлетворяющего ус-1
ловиям: и для любого « («=1,2, .. .) / ^

справедливо неравенство
е

Заметим, что согласно теореме 3(2.11) по числу s > 0 можно

найти последовательность {8Я}“=1 положительных чисел, такую,

что для каждого « («=1,2, ...) верно следующее:
* Это определение можно очевидным образом модифицировать так,

чтобы оно имело смысл применительно к любому семейству {Д} (8^3)
функций, заданных по крайней мере на множестве Е.



для любого множества е (е£9^£), такого, что j
справедливо неравенство J

е

Если при этом inf 8 >0, то, принимая 8 = inf 8 мы, очевидно,
neN п6 N

удовлетворим условию (11). Однако может случиться, что при
любом выборе 8удовлетворяющих требованиям (12),
оказывается info„ = 0. Это означает, очевидно, что указать 8 > О,

п e N

которое годилось бы в (11), невозможно.

Проиллюстрируем сказанное примером. Будем под ^

понимать, как всегда, меру Лебега размерности единица. В

качестве множества Е примем промежуток [0,1], а за fn возьмем

функций, определенные на множестве Е следующим образом:

fn (х) =
п
— п^х (0 л; ^ -i-

0
(х£Е-, п = 1,2,...).

Выберем положительное число s<-i-. Так как

п

■J fndix1
— jj(n — n2x)dx=j>e (я= 1,2,...), (13)

[о. ё
то удовлетворяющее (12) число 8Л должно быть меньше —

(в противном случае в (12) можно было бы положить е= 0, ,

поскольку |х^ = |хГо, ~ это привело бы к неравен-
р L п J п

ству I которое противоречит (13)). Таким обра-

[«.41
зом, в данном случае как раз inf8„ = 0 и, следовательно,

л 6 N

функции fn (п = 1,2,....) не имеют равностепенно абсолютных

непрерывных интегралов на множестве Е.

Введенное только что понятие равностепенной абсолютной

непрерывности играет существенную роль в следующей
теореме.

Теорема 4(4.11) (Витали), Пусть fn (п =1,2,...) и /—

функции, заданные по крайней мере на множестве Е(Е£ 9??).
Предположим, что выполнены условия

1) функции fn (п—1,2, ...) и / суммируемы на

множестве Е;

т



2) функции fn (« = 1,2, ...) имеют на множестве Е

равностепенно абсолютно непрерывные интегралы;
3) lim fn(x)=f(x) (х£Е).

П-> оо

Тогда если рЕ<. -f-00, то для последовательности

и функции / возможен предельный переход под знаком

интеграла по множеству Е.

Доказательство. Поскольку все функции/п («=1,2...)
и функция / суммируемы на множестве Е, то они почти везде

на Е конечны (теорема 1 (2.II)). Так как удаление из Е

множества меры нуль не влияет на величину интеграла и не

нарушает условий теоремы, можно считать, что на множестве Е

функции fn (п = 1,2, .. ;■) и / конечны.

Действительно, пусть
= (* е £: |/„ (•*) I =+°° 1;

А = \х£Е: |/(л:)| = +со}.

По теореме 1(2.11), [аЛ„ = [аЛ = 0, и потому (предл. 1 и 2 из

гл. 1, п. 3.3)

[х (А^ U Л„)= 0.
/2 = 1

Но если а:£Е\^А^ U A,j, то все числа f(x),fn(x) («=1,2,...)

конечны.

На основании теоремы 2(2.11)*

(«=i,2,...).
Е Е Е Е

Поэтому достаточно доказать, что j \fn—f\dp *0, т. е.

Е
П-у ОО

если ввести функции срл : <рп (л:) = |fn{x)—f(x) | [х£Е\ п—

= 1,2, ...), что ->-0. С этой целью заметим, что функ-
Е

ции <рл («=1,2,...) имеют на Е равностепенно абсолютно

непрерывные интегралы. Действительно, если то (тео¬
ремы 3(2.11) и 2(2.11))

= Ф + il/l^ («=1,2, ...). (14)
ее ее

Зафиксируем произвольное число е>0. По условию
равностепенной абсолютной непрерывности интегралов функций
fn («=1,2,...) можно подобрать число &х>0 так, чтобы при

* Если функции fn (л =1,2, ...) и / комплексные, надо воспользоваться

еще результатом теоремы 8 (3.2).
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любом множестве eg 99}^ удовлетворяющем неравенству

оказалось, что при всех я (я= 1,2,...)

е

а на основании теоремы 3 (2.11) найдется число 32 > 0, такое,
что при любом таком, что

е

Полагая 8 = mIn(S1, о2), получим на основании (14), что

(15)
е

при любом e^^E, таком, что н-е<!8, и при всех я (я = 1,2, .. .).

Пусть ® = |]^ег-
* Введем множества

еп (°)={х££:?„ (л) >«), Еп(в)={х£Е: <р„(л:)<о) (я=1,2, ...)

Поскольку функции <рл (я = 1,2,...), будучи суммируемыми,

измеримы (теорема 5(3.11)) и ввиду условия 3) теоремы
lim срп(л:)=0 (х£Е) к последовательности {<ря}^!=1 применима
П.-* во

лемма. Следовательно, ре„ (о) 0, так что можно указать та¬

кое число п0, что [л-£л(с)^§ (я > я0). Тем самым в силу (15)

J («>«<))• О6)
еп (")

Так как для х^Еп(о) будет <?п(х) < <*, то по теореме 2(2.11)

J 9ndp ^ (а) < (я = 1.2, .. .)•
Еп («)

Складывая это с (16) и учитывая аддитивность интеграла
(теорема 3(2.11)), получим

Jv^= j j 'P„^<e + aii£'= 2s (я>я0).
E en (a) £„(")

Итак, J f„dn —0, что и требовалось доказать.
Е

Замечание 1. Понятно, что теорема сохраняет силу,
если в условии 3) ограничиться требованием, чтобы Нш/П(л)=

П оо

—f{x) для почти всех х£Е.
Замечание 2. Условие суммируемости функции / может

быть заменено условием ограниченности последовательности

Е

* Если ^£ = 0, то утверждение теоремы очевидно.
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Доказательство. Если М = sup |/ | dp < +00, то, по
п 6 N j?

теореме Фату (см. п. 4.3), f |/1 lim \\fn \dp -<Л4 < -f- о°,
Е п-+ °о Е

т. е. функция |/| суммируема. Но ввиду условия 3) / измерима
(теоремы 5(3.11) и 2(3.11)). Следовательно, в силу теоремы
6 (З.Н) / будет суммируемой.

Замечание 3. В ряде случаев предположение о

суммируемости функции / может быть опущено совсем. Так можно

поступить, например, тогда, когда мера [а обладает следующим
свойством: каково бы ни было число 8;>0, существует такое

конечное семейство j^) (€1ES) множеств из a-кольца SD?,
что Е= U Ее, рЕ* -<8 (| G s)-

£ € а

Доказательство. Согласно условию 2), можно найти

такое число о > 0, что

j'l/„l^<l
е

при любом таком, что ре «^8, и при всех п (п —1,2, ...).
Поэтому, если семейство jfej (?£Е) отвечает найденному 8,
то, обозначая через т. число элементов множества 3, будем
иметь на основании теорем 3(2.11) и 2(2.1)

11/„№< 2 J !/„№<« («=1,2,...),
Е Е е S Е^

так что последовательность ограничена.

Заметим, что мера Лебега обладает указанным свойством,
каково бы ни было измеримое множество Е конечной лебеговой

меры. Несложные рассуждения, необходимые для обоснования

этого, предоставляем читателю.

Замечание 4. Условие равностепенной абсолютной
непрерывности интегралов функций fn (п = 1,2,...) является не

только достаточным но и, в известном смысле, необходимым
для возможности предельного перехода под знаком интеграла.
Точнее говоря, используя более тонкие соображения, можно

доказать, что если последовательность {/л}~=1 и функция /
удовлетворяют условиям 1) и 3) теоремы, то в случае, когда

для последовательности {Л}^ и функции / возможен

предельный переход под знаком интеграла по любому множеству
функции fn (я = 1,2, ...) обладают равностепенно

непрерывными интегралами на множестве Е.
4.6. Из всех условий теоремы Витали наиболее неприятным

для проверки является, безусловно, второе. Укажем в связи

с этим некоторые признаки равностепенной абсолютной непре-

167



рывности интегралов функций /„ (п= 1,2, ...). Об этих функ¬
циях будем предполагать, что они заданы по крайней мере
на множестве Е (Е^Ж) и измеримы на нем.

Допустим, что существует функция Ф, определенная по

крайней мере на Е и суммируемая на этом множестве, причем

1Л(*)1<Ф(*) (Л = 1,2,...; х£Е). (17)

Основываясь на результате теоремы 3(2.11), по числу е>0
подберем число 8>0 так, чтобы при любом e^^SlE, таком,

что ре*^.Ъ, выполнялось неравенство

j Фёр <1 s.

е

В силу теоремы 6(3.11) неравенство (17) обеспечивает

суммируемость на множестве Е каждой из функций |/„ | (п = 1,2, ...),
и по теореме 2(2.11)

J l/nlfl?IA< j" Ф^<е
е е

при всяком e^^E, таком, что рег^8, и при всех п («=1,2, ...).
Таким образом, функции /„ (я = 1,2,...) обладают
равностепенно абсолютно непрерывными интегралами на множестве Е.

Использование найденного условия в теореме Витали не

представляет большого интереса, так как замена в теореме
Витали условия 2) этим критерием приводит к теореме Лебега,

которая уже была доказана в п. 4.4 (причем без
предположения о конечности рЕ). Значительно более интересным с этой
точки зрения оказывается следующий признак равностепенной
абсолютной непрерывности.

Лемма. Пусть существует такое число р~>\, что

К=sup j|fn\pdp<-\-^.
п e N £

Тогда функции /„ (я =1,2,...) обладают равностепенно
абсолютно непрерывными интегралами на множестве Е.

Доказательство. Пусть /г — измеримая на множестве

Е функция, для которой j | h\p dp < К. Взяв число />0 и

Е

множество е (*%ЯЕ, положим

et — {x(?ei\h (*)| ^ t], е1 — {х£е : \ h (л) | > t\.

Множества еи е^^Ш не имеют общих элементов, и e,we'= e.

Поэтому (предл. 2 и 3 из гл., II, п. 3.10)

j | h | dp — ^ \h\dp-\-^ | h\dp ^ tpet-\-^ | h tpe-{- j \ h\dp. (18)
e e^ et et et
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Но, очевидно, tp 11 h (х) | < | h (х)\р (х£е‘). Следовательно,
снова опираясь на указанные предложения, будем иметь

Предполагая, что О <Сре < + °°, положим в последнем нера-

Заметим, что полученная оценка сохраняет силу и в тех

случаях, когда це = 0 или ре—+ 00, так что. (19) справедливо
для каждого множества

Беря в (19) в качестве А любую из функций fn (л=1,2, ...),
придем к неравенству

верному при всех e£r3RE и л (л =1,2, ...). Отсюда
очевидным образом и вытекает, что функции /„ («=1,2, ...) имеют

равностепенно абсолютно непрерывные интегралы на

множестве Е, что и требовалось доказать.

Комбинируя только что установленный факт с теоремой
Витали, получаем следующий результат.

Теорема 5(4.11). Пусть /„ (я = 1,2, ...) и / функции,
заданные по крайней мере на множестве Е (Е^Ж).
Предположим, что выполнены следующие условия-.

1) функции /„ (л =1,2,...) измеримы на множестве Е;

Тогда, если рЕ < -f- со, для последовательности {/л}“=1 и

функции / возможен предельный переход под знаком

интеграла по множеству Е.

Е

Подставляя это в (18), получим

е

венстве t . Это дает

ИГ

(19)
е

(20)
е

2) существует число р^>\, такое, что AT= sup i \fn\p dp<Z



Доказательство. Достаточно проверить, что

последовательность {/„)“_! и функция / удовлетворяют всем условиям

теоремы Витали (с учетом замечания 2 к ней).
Принимая в (20) е = Е, можем написать

г. 1- —

j 1Л№<(К+1)[ц£] р
(и = 1,2, ...),

Е

■откуда вытекает (с помощью теоремы 6(3.11)) суммируемость
функций fn (я =1,2, ...) и ограниченность последовательности

■

Выполнение условия 2) теоремы Витали обеспечивается
в силу леммы условием 2) настоящей теоремы. Условия 3)
-обеих теорем тождественны.

Интересные применения доказанных теорем будут даны
в § 2 гл. III.

§ 5. Теорема Фубини

Пусть Р= [аъ Ьг)Х [#-2, Ь.г) Л — полуоткрытый
прямоугольник размерности два. Значение \х2Р меры Лебега

размерности два, т. е., проще говоря, площадь прямоугольника Р

определяется равенством

Ix2P=(bi <Zi) (Ь% @2) == Pi [&1> ^l) ' ^1(^-2, ^2),
где через ^ обозначена мера Лебега размерности единица.

Таким образом, мера ^ однозначно определяет значения меры

[*2 по крайней мере на полуоткрытых прямоугольниках и,
следовательно, ввиду единственности лебеговского расширения (см.
гл. I, п. 3.6 и гл. I, п. 3.7) и на всех остальных измеримых
множествах. Однако выражение значения рйЕ для произвольного

измеримого множества Е (Е с R2) через значения меры ^ на

тех или иных „одномерных" множествах далеко не очевидно.

В еще меньшей степени очевидно, как связан интеграл \fdp.2
Е

с интегралами по мере ^ (хотя сказанное выше достаточно

убедительно свидетельствует о наличии такой связи).
Выяснению указанных зависимостей и посвящен настоящий параграф.

Условимся об используемых обозначениях. Под ц1,
соответственно р* мы будем понимать меру Лебега размерности
(v1=l, 2, ...) или, соответственно, v2 (v2=l, 2, ...). Через t*
обозначим меру Лебега размерности v = v,-j-v2. Символы 91ь
9^2 и 91 будут означать соответственно области определения

мер (а1, (х2 и р. (см. гл. I, п. 3.8) (т. е. а-алгебры 9ftv', 9)Г!
и 9>T = 9>ri+v).

5.1. Множество R1 можно рассматривать как произведение
множеств /?v' и R’2 (см. д. 1, п. 5). Это означает, что каждый
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элемент z = (2x, z2, , zJGR'1 мы рассматриваем как упоря¬

доченную пару (*, у), где x = (zx, z2, ..., zv.) £ Ry‘, у =

= (zVl+I, zv,+2, ...
, zv)£/T (* = ^-j-v2).

Напомним (см. д. 1, п. 5), что если Е с R* = R*' X R4

и x£R\ то множество Ех= (_y£^Va: (•*-> У)6^1 называется

сечением множества Е элементом х. Аналогично, для любого

у £ R4* определяется сечение УЕ=\х£ Rb:(x, у)6£}. Как

очевидно, соотношения (х, у)££, х£УЕ, у£Ех (л; y£#Vj)
равносильны.

Напомним еще, что множество Рг^^; {xGRb-Ex^=A}
называется (первой) проекцией, множества Е С R“. Подобным
же образом определяется проекция (вторая)

Ргп£=|у€/Г:>7^Л}.
Если множество EQ9?, то его сечения Ех {x£R,{) (это —

подмножества множества RV5) вовсе не обязательно входят
в состав системы 9^2- Тем не менее справедлива следующая

теорема.
Теорема 1 (5.II). Пусть Е£91.
а) Существует такое множество eczR1', что р1е = 0,

и для любого х GRb\e сечение Ех входит в 9^2.
б) Обозначим через ср функцию, определенную на R‘',

равенством

»М= |Г (5I|Sj <0

Функция ср измерима относительно а-алгебры 9^1 (см.
определение 1 из п. 3.1), причем

j с?d^ = ?E. (2)
Rvi

Доказательство. Функцию ср, определенную на множестве Rv‘
равенством (1), будем называть мерой сечений множества Е, а всякое

множество е (eC/?v‘), обладающее тем свойством, что Ех % для любого

jc£RVi\e, — множеством особых сечений (для Е).
Обозначим через & систему всех таких множеств F (Е С R v)> что 1)

существует множество е особых сечений для £ с ^ = 0 и 2) мера сечений <р
множества Е представляет собой измеримую (относительно а-кольца 9^)
функцию. Так как ср, очевидно, неотрицательна, то существует интеграл

ХЕ= J (Е£8).

R't

Таким образом, можно говорить о заданной на системе & функции
множества X.

В новых терминах теорему можно сформулировать так:

и цЕ = \Е (E(*9i), или, иными словами, функция I служит
распространением меры [л.
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Поскольку мера [л является лебеговским расширением меры {*0,

заданной на системе (J)V всех полуоткрытых прямоугольников размерности v (см.
гл. I, п. 3.7):

■ .уъР= (Pi — ai) (Р2 — “2) • • • (Р,
— “v) [Р— [*1> Pi) X К Pi) X ... X [«„, Pv);

“ft<Pft. k — l, 2 v), (3)
то для доказательства теоремы можно воспользоваться предложением 2 из

гл. I, п. 3.7. Убедимся, что система множеств & и функция X удовлетворяют
условиям этого предложения, т. е. условиям, о которых упоминалось в

замечании 1 к теореме 5(3.1).
Неотрицательность функции X очевидна. Установим ее счетную

аддитивность и одновременно проверим выполнение условия 1) замечания 1 к

теореме 5 (3.1).
Пусть {£^} (££Е) —не более, чем счетное семейство попарно не

пересекающихся множеств системы Й. Обозначим Е= (J Е^. Можно указать
£еЗ

такое семейство {^} (6 6е) подмножеств множества что

[^ = 0 и (x£R‘‘\e{, £6S). (4)

Положим е= и Согласно сказанному в гл. I, п. 3.3, £(«^1 и ^^ = 0,
£ез

‘

_

а так как для любого xf+R'*1 сечение Ех — то в случае, когда х£е, по-

£ 6 s

лучаем на основании (4) Ех (< 9^2- Таким образом, для множества Е имеется

множество е особых сечений, которое имеет нулевую меру.

Поскольку при любом данном сечения Е* так же, как и сами

множества Е% (££Е), попарно не пересекаются, то при х£е будет \л2Ех =

— ^ Поэтому, обозначая через ср меру сечений множества Е, а через
Us

<р£
— меру сечений множества Е^ (£(;Е), будем иметь

?(*)= 2?е(*) U€*v,\*), (5)
Us

так что если ф — функция, определенная на R*1 равенством ф (*) = 2
ЕеЗ

(*(</?Vl), то ср и ф совпадают на множестве \е, а ввиду того, что ц1е = 0,
это означает эквивалентность (относительно меры (ж1) функций ср и ф.
Вследствие того, что множество функция ср^ измерима (относительно о-коль-

ца 9?!) для любого g(«E. Тем самым измерима и функция ф (следствие 3
к теореме 3(3.11)), а значит, и эквивалентная функция ср (гл. II, п. 3.1).
Следовательно, множество Е удовлетворяет обоим условиям определения
системы й и, стало быть, принадлежит этой системе. Основываясь на следствии 2
к теореме 1 (4.11), получаем в силу (5)

х£= j = j «prf(*х=2 j <р5ф1=2 J =2 Щ-
^?vi \e %еВ/?^\е Ses^v, Us

Докажем наличие у функции А свойства полноты (см. гл. I, п. 3.6). Пусть
Е£й, причем ЛЕ = 0. Рассмотрим множество £0С£. Обозначим через

-ср и ср0 меры сечений множества Е и, соответственно, Е0. Поскольку
IE = J <рфА = 0 и функция ср неотрицательна, ср (х) = 0 для почти всех (от-

Rv*

носительно меры ja1) x£RVl (см. замечание к лемме 1 из гл. II, п. З.б). Пусть
^
— множество из а-кольца 9\а, такое, что е — 0 и ср (jc) = 0 C*6#Vl \£i).
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Подберем для Е множество е особых сечений так, чтобы было ^е = 0, и

введем объединение e0 — e^ev Ясно, что fj.ig0 = 0.. Возьмем x£RVl. Ввиду того,

что х (fe, Ех (; 9*а, а поскольку х £ еь будет 0 = ср (х) = \&ЕХ. Но Eg с Вх и

мера (л^ — полная. Следовательно, Eq£c&2- Это означает, что е0 служит

множеством особых сечений для Е0. Так как (л2££ = 0для x£Rv*\e0,
то <ро(лг) = 0 Для указанных х, т. е. почти все значения функции ср0 равны

нулю, а тогда она измерима (гл. II, п. 3.1). Таким образом, доказано, что

Очевидно, А£0= J фоФ1==0.
*V|

Проверка условия 2) замечания 1 к теореме 5(3.1) мало чем отличается

по существу от проверки условия 1).

Пусть {En)™__i —убывающая последовательность множеств системы

Предположим, что < +оо (n== 1, 2, ...). Обозначим через Е пересечение

р) Еп. Поскольку можно подобрать такое множество еп (епа R'i) —

множество особых сечений для Еп — что ц'еп = 0 (/2 = 1,2,...). Пусть

еп и x£RVl\e. Из того, что Ех = f) Ех, и Е* £912 (л = 1, 2,...)
п=1 я=1

(ведь х не принадлежит ни одному из множеств еп), выводим: Ех (гл. I,
п. 1.6). Отсюда следует, что е служит множеством особых сечений для Е.

При этом, как очевидно, ^е = 0.

Обозначим через и соответственно через ср меры сечений

множеств Еп (п = 1, 2,...) и Е. Так как J чпс1\£ — \Еп < + оо, то функция ср„

(п — 1, 2, ...) суммируема на /?v‘ и, стало быть, почти везде (по отношению

к мере р-1) на Rv' конечна (теорема 1(2.11)). Пусть е\—такое множество, что

е),€9*1. 1*4 = °- (•*)<+°° (*€ Rb\eln; п= 1, 2, ...).
ОО

Если е1= (J е1п, то jx^1==0. Введем еще множество е° = е^еК Понятно,
п =1

что также и (х'е° = 0. Рассмотрим х £ !?'\еэ. Вследствие того, что х£е„

и х£е\ (п = 1,2, ...).

Ехп^, |Аб£ = *„(*)<+<» (п = 1,2,...).

Принимая во внимание, что последовательность сечений так же,

как и сама последовательность {£Л}Г=1» убывающая, получаем отсюда с

помощью п. 2) теоремы 3 (2.1)

ср (jc) = \&ЕХ = lim fj.2Ехп = lim cp„ (x).
П— оо П— oo

Поскольку числовая последовательность
n_^

или» что то же,

{<рл (л:)}1Г=1—убывающая при любом jr£/?Vl\£°,мы можем применить теорему
Б. Леви (гл. И, п. 4.2) в форме, предусмотренной замечаниями 1 и 3 к ней.

Это обеспечивает существование интеграла J срdyl и тем самым измеримость

Rv*

функции ср, что, в свою очередь, позволяет сделать вывод о включении Е(*&.
Далее, согласно цитированной теореме: \Е = Г срдГ^л1 ===== lim f ynd\xl =

= Hm lEn.
/!->«>
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Обратимся к условию 3) замечания 1 к теореме 5(3.1). Пусть
множества Е, Е0£Й, причем ЕОЕ0, ХЕ <-\-оо, ХЕ0 = 0. Требуется доказать, что

разность F= Е\Е0£й. Обозначим через е и е0 такие множества особых
сечений для Е и соответственно для Е0, что уЛе — 1^е0 = 0. Далее, введем

функции ср, <р0 и ф — меры сечений для множеств £, Е0 и F. Как было
установлено при проверке полноты функции X, соотношение \Е0 = 0 влечет

равенство cpo(jf) = 0 для почти всех x(*RVl. Это значит, что существует
множество 9?!, такое, что = ф0(л:) = 0 (.*€/?Vl\£o) • Таким образом,

если x£R'*l\(e уу е0^> е°), то Ех(г9?2, Следова¬

тельно, поскольку Fx = ЕХ\ то Fx £ 9?2 и ф (-*) = P2FX = Р2ЕХ — \x2Eq =
= ср(х) — ср0 (х) = ср (х). Отсюда вытекает, во-первых, что объединение

является множеством особых сечений для F и, во-вторых, так как

[дД (е w е0 w е°) = 0, что функции ^ и <р эквивалентны относительно меры [л1.
Но ср

— измеримая функция, поэтому будет измеримой и ф (гл. II, п. 3.1).
Осталось убедиться в том, что X служит распространением меры |х0,

(см. (3)). Рассмотрим произвольный прямоугольник Р= [alf pj) х [»2, р2) X
Х...Х [av, pv). Если Р= А, то включение Р£й и равенства Xjp = 0 = \x0p
очевидны, так что можно считать, что Р Ф А. Наряду с прямоугольником Р

рассмотрим еще прямоугольники Q и Т размерности и м2 соответственно

Пусть х(« /?\ y^R'2, z = (x, y)(rftv. Как очевидно, элемент z тогда и

только тогда принадлежит множеству Р, когда x£Q, у£Т. Но соотношение

С*» равносильно включению у(*Рх. Поэтому из сказанного вытекает,

что

Таким образом, Рх при любом x^R'*1 является прямоугольником
(размерности v2), и, следовательно, Рх ^9^2 (x^R^1), т. е. в качестве множества

особых сечений для Р можно взять пустое множество. Обозначая через ср меру
сечений множества Р% получим на основании (7)

Функция ср, как видно отсюда, принимает два значения: одно —равное \&Т—

на множестве Q, другое — нулевое — на RV'\Q. Поскольку множества Q
и RV'\Q£91lt функция ср будет ступенчатой (гл. II, п. 3.1) и, значит,

измеримой. Этим доказано включение й.

\Р= J cpflfjjvi = J cp^jji1 -J- J ср^рД = -p-iQ f O-рЛ (/?Vl\Q) = fxiQ •

сечения yE (y^R?'), то мы придем к следующей модификации
теоремы: пусть Е£91; тогда 1) существует множество

такое, что

Q = [°1. Pi) х [«2. fa) х ... X [%. ).
т= [av,+l> Pv, + l)X [av,+2> Pv,+2)X..- x [av. pv). (6)

(7)

Так как

/?vi Q

а в силу (6)
f^Q = (Pi — »i) (P2 — «2) -

• • • -(PVl — “v,)>
^T= (K+l ~ Vh)(Pv,+2 - \+3)' • • • '(pv - “v)>

то на основании (3) XP = \x0P.
Теорема полностью доказана.

Замечание 1. Если вместо сечений Ех (x^R'"1) брать

ц*е = 0, УЕ£91, (^e^V2V);
174



2) функция <J>, определенная на Ry* равенством

ну)=(|,,(,£) <"Я6%)’
(yes').(о ('£69!,)

’

измерима (относительно о-кольца 9?2) и

И-£"= | tydp2-
R'1*

Замечание 2. Предположим, что множество Е (Е69?),.
о котором идет речь в теореме, имеет вид

Е= А X В,

где А £9^, В£912- Тогда рЕ= [дЛА• \>.2В.
Доказательство. Легко видеть, что при всех

x£Rb, так как ЕХ = В при х £ А, Ех — А. при х £Ry'\A.
Поэтому ср (х) = р2В при х£.А, ср (^с) = 0 при x£Ry'\A. Стало-

быТЬ, !i-E— j* (prfjJi1 = j* cp^jfjx1 =r

tfvi a .

Пусть ££9?. Обозначим через <p меру сечений множества Е.

Если РтхЕ {x^R?'), то по самому определению проекции
ЕХ = Л, и, следовательно, ср(х)=0. Поэтому, казалось быу

интеграл в (2) можно заменить интегралом j <fdpx. Мы Должны,

PTjjE

однако, предостеречь читателя от такой замены. Дело в том,,
что множество Рг,/: может оказаться неизмеримым

(относительно [а1), так что указанный интеграл может просто не

иметь смысла.

Для того чтобы представить себе, как может осуществиться
эта возможность, обратимся к рис. 13. Предположим, что

множество А с R1, изображенное на этом рисунке, не

принадлежит а-алгебре 9?1 = 9ЭТ1. Первая проекция изображенного на

рисунке множества Е, очевидно, содержащегося в 9?2 = (ЗК2,.
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равна A w [а, b] и, конечно, не принадлежит а-алгебре 9W1,
хотя Е £ 3DТг.

В связи со сказанным представляет интерес следующее
понятие.

Определение 1. Почти-проекцией множества Е (£ (< 9^)

будем называть множество Pr,Z: всех таких элементов x^R4',
что

Ех£912 и р2Ех > 0. (8)
Замечание 3. Используя определение меры сечений

можно записать условие (8) в равносильной форме: <р (х) > 0,
т. е. Рг,^:^ {.£ £/?v': ср (л:) > 0|. Так как ср

—

измеримая относи¬

тельно а-кольца 9^ функция, то отсюда немедленно вытекает

(см. замечание 1 из п. 3.1), что Рг1£'£9?1. Поскольку ср(л;)=0
для x£R4'\PrlE, то из (2) находим

Р-Е— j fdp1. (9)

Pr( Е

Понятно, что если множество Л£9?2 содержит почти-проек-

цию Рг,£, то

рЕ= | <odpl. (10)
А

Так как, очевидно, PrХЕ Z3 Рг,/:, то, когда проекция Рг,Е £ 91х,
в (10) можно принять А = РгцЕ.

Аналогично определяется почти-проекция Рг,^. В

замечании 1 она играет ту же роль, что и множество Рт{Е в

ситуации, рассмотренной в теореме.
5.2. Укажем некоторые применения теоремы 1.

Рассмотрим числа v (v = 1, 2, ...) и г > 0 и обозначим через

Dv (г) шар пространства Rv с центром в начале координат

радиуса г: Dv (/•) = {лгС^?,:|И1</*}, гДе

2l**l2 .(■* = (■*1. хъ •••> ^v)6^v). (11)

Понимая под f\, как обычно, меру Лебега размерности v,

поставим задачу вычислить Dv (г).

Прежде всего заметим, что множество Dv (г), будучи
замкнутым в пространстве R4, измеримо относительно а-алгеб-

ры 99Г(см. гл. I, п. 3.8), так что jj.vDv (г) имеет смысл.

176

Х\\ =



Введем отображение Т: x-^rx (х £ Rv) множества R* в себя.

Это отображение
— гомотетия пространства R'. Согласно

сказанному в гл. I, п. 4.3, каково бы ни было измеримое
(относительно а-алгебры 9SJT) множество Е, его образ Т[Е\ также

измерим и рТ [£■] =r>v£. В частности, принимая здесь

£'=DV(1), получим Т\Е\ = Dv(r), так что

^D>) = r>virO) = v-\
‘

(12)

где av=jivDv(l)-
Если v = 1, то D1 (1) = [—1, 1] и «1

= [—1, 1]=2.
Предположим, что v> 1. Применим теорему 1, взяв в ней

vi = l, v2 = v —1, E=D\1). Пусть x£R\ y~(ylt y2, ...
,

yv_i)6tfv‘- Соотношение у£Ех означает, что z — (x,y) =
= (•*, Уъ Уа, •••, У^)£Е, т. e. что ||z||v = [x2 + y2 +... +

+yti],/2 <1, или, иначе говоря, y\ -J- y\-\-... < 1—x2.

Отсюда вытекает, что если |.к|>1, то Ех=.&, если же

то

Ех — {у—(уъ у2, ..., У,_1)6^'~1:^+>’2+--.+У?_1<1 — х2\,
и, поскольку [у^у\-\- • • • +^_1]1/2 = ||У Ц_1, последнее

соотношение, переписанное в виде Ех — {у :||y|v_i хг}>
показывает, что Ех= Dv_1(yrl—я2).

Таким образом, сохраняя обозначения п. 5.1, мы можем

записать (x^R1), причем на основании (12) функция
9
—

мера сечений множества Е — будет определяться
равенством

IV—1а„_! (1 х2) (|-*|<1), (x£Rl).
о (И>1)

Как легко видеть, Pr,£=[ —1, 1], поэтому в (10) можно

взять А = [ —1, 1]. Это даст
V—1

f cpafp-1 = av_j Г (1— X2)
2

dpv (13)
[-Ml

В гл. II, п. 2.4 отмечалось, что интеграл по мере Лебега

размерности единица совпадаете обычным определенным
интегралом, так что

7С

V—1
j

V—1 ~2~

j (1 —х2)
2

J (1 — х2)
2
dx— j cos'xdx.

[-i,i] -i
2

12 Зак. 159 177



Для вычисления последнего интеграла (обозначим его

символом Л) применим формулу интегрирования по частям (считая
пока, что v ^ 2):

7z %

т т

/v== J cosv xdx— J cos*-1 x cos xdx—
TZ TZ

~

T
~~

T
TZ ТЕ

2" T

— cos^'xsinA: | + (v—1) J sin2 x cos'1-2 xdx=

= (v— 1)

Поэтому Л

r_
TZ

T

j* (1 — cos2 x) cos’1-2 xdx

2

V — 1

= (V-1) [/v’-2 —/v].

/,_2 (v^2, v £ N). Кроме того, легко видеть,

что /0= тс, /j = 2.

Рассмотрим последовательность {rv_i}r=i, такую, что

Г0 = уг«, г1 = 1, гя = 1=^гя_2 («=2,3,...). (14)

Легко видеть, что

г-

V*.
LV+1

(15)

Подставляя в равенство (13) значение интеграла (15), получим

л/— Г*'
<*v = V W

р av-l-
v + 1

Но точно так

а*
=

же

гА
■1 (* =: 25 3, ..., v-1).

Поэтому

a„= [K^]V-1
г, г,_, г2

п —

г2 Hi
TZ 2

~2
71

п — (16)
гч+1 Г, Гз ttl V

1v+ l
1

rv+l
‘

Пользуясь (14), укажем значения а, для v=l, 2, _ .,
ю.

v: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

■л
ю я — к J-я2

3 2

8 ,
7С*

15

1 о 16 о

TZ6 713
6 105

1.4 32_я4
24 945

_Lit&
120

5.3. Пусть v — натуральное число, v > 2. Рассмотрим
замкнутый промежуток Д числовой прямой R1 *

и положитель-

* Промежуток А может быть и бесконечным. В этом случае А = [a, -fou)v
или А = (— оо, Ь], или, наконец, А = (— оо, +оо) == Для вас важно, чтобы

множество А было замкнуто в пространстве R1.
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•+.VU2 </(•*)}

ную непрерывную функцию /, заданную на Д. Предположим,
что х б R\ У = {у1, Уг, • • •

, У,_1) € R'~\ * = (х, у) =

= (■*. Jb У*, •
••> у,-,) 6/?’.

Определение 1. Множество

К= У (/, Д)= {(х, у) б #v: х б д, IIУ Li =(У? + •

называется телом вращения (размерности v).
Естественность этой

терминологии читатель

уяснит себе, взглянув на

рис. 14, соответствующий
случаю v = 3. На этом

рисунке изображен
график, лежащий в

плоскости хукоторый
вращается вокруг оси х.

Предложение 1.
V — замкнутое
множество пространства R\

Доказательство.
Достаточно установить,
что если г — (х, у) б V
(хб R\ у б R ), то

существует такая окрестность S2 точки г, которая не

пересекается с_ V. Но г б V означает, что имеет место одно из двух:
либо ЛбД, либо ХбД, но IlylLi >f(x).

Разберем сначала первый случай. Поскольку хбД, а

промежуток Д замкнутый, то найдется такое число 3>0, что

промежутки Д и (х—-8, x-f-8) не будут иметь общих точек.

В качестве Sz тогда можно принять открытый шар Dv(;z, 8)

(пространства /?') с центром в точке z радиуса о.

Действительно, если u£Dv(z, 8), то || и — z||a<8, т. е. если

Рис. 14.

и=(х, у,, ...
, yv_J, то

-

1/2

(х —х)2 + 2 (у* — Уа)2 <Я Отсюда
k=l

_

_

видно, что |х — х | < I и — zllv <8, а_это означает, что хб
б(х — 8, х8)_и, следовательно, хбД. Стало быть, точка

и—(х, у) (у=(уь Уг, ..., не может принадлежать мно¬

жеству V.

Пусть теперь хбД, но >/(х). Ясно, что найдется

столь малое число в > 0, что |у |v-1 — е>/(х), а ввиду

непрерывности функции / можно указать такое число 8>0, что

/(х) < ty||v_i — е для всех хб(х—8, х+8)^ Д. Понятно, что мож-
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но считать З^е. Будем и в этом случае понимать под S2 шар
Dv (z, 8) пространства Rv с центром z_ и радиусом 8. Пусть
«= (х, У) 6 Dv(z, 8) (I£ R\ iMJ'i, У2, ■ ■ • .Л-i) 6 ^-1)- Как и выше,

это означает, что ||и — z||v=[(x — х)2 -J-flj/ — у ||2_1]1/2 < 8.

Следовательно, \х
— лг|<;8. Если при этом х£Д, то, очевидно,

и£ I/, если же то х(* (х — 8, я-{-8)^Д, и тем самым

/(*) <|y|L, — s- Ho

IlylLiHly + Cv— IIуll_i+IIу-ylU <llylLi+ll«-4<
< IIУ i_i + 8.

Следовательно, || у ||v_j > ||y ||v_, — 8>/(x) — 8-fs >/(я), так

что и в этом случае и £ V, Замкнутость множества V доказана.

Пусть означает меру Лебега размерности v. Множество V,

будучи замкнутым, измеримо относительно меры p.v. Для

вычисления воспользуемся опять теоремой 1, приняв в ней

vi — 1, = v— 1, Е= V.
Почти дословно повторяя сказанное в п. 5.2, найдем, что

E,J d-(fm (Х6 4),

U (^£4)

где, как и в п. 5.2, Dv-1(/(x)) означает замкнутый шар
пространства /?v_1 с центром в начале координат и радиусом f(x).

Если учесть равенство (12), получаем для функции ср
—

меры
сечений множества Е — следующие значения:

ср (JC) =
1

1

(x^R1),
[о (*ед)

так что, согласно замечанию 3 к теореме 1,

(a]/= рЕ= jcpdp1 = av-1 J [/]1,-1
Я, д

В частности, если v = 3 (см. рис. 14),

^ V— « j pdpu
Д

5.4. Пусть опять v — натуральное число, v ^ 2. Примем
на этот раз \ = v

— 1, v2= 1. Рассмотрим множество A (AdR'~l)
и функцию/, заданную по крайней мере на множестве А и

принимающую на нем лишь конечные неотрицательные значения.

Определение 1. Множество (см. рис. 15)

r(f;A) = {zeR^.z=(xty\xe4, y£Rl, 0<y^f(x)} (17)
называется подграфиком функции / (над множеством А).
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Предложение 1. Предположим, что соблюдены условия:
1М6%;
2) функция/измерима/на множестве А относительно а-коль-

ца 9^;
3)Г(/;А)в9г.

Тогда

(18)

(x£R'~l).

Доказательство. Примем в теореме 1 (5.11) Е= Г (/; А).
Выясним смысл функции <р— меры сечений множества Е. Пусть
x£R'~l. Если х£А, то соотношение (х, у)£Е ввиду (17)
равносильно тому, что 0 «Су^/(х), т. е. тому, что у 6 [0. /(•*)]>
в случае же, когда х б А, очевидно, (х,у)£Е ни при каком

y^R1. Таким образом,
'

ЧГМ1
Следовательно,

=

(хбЛ)

Поскольку Рг,£'= Лб<^1, то можно воспользоваться

замечанием 3 к теореме 1, что и приводит к равенству (18).
Буквально так же обосновывается и несколько более общий

результат.
Предложение 2. Сохраним за v, vb v2 и А прежние

значения, но вместо одной функции / рассмотрим две функции
/х и /2, предположив, что каждая из них задана по крайней
мере на А, конечна на Л и

/iW<AW (х£А).
Образуем множество (см. рис. 16)
Г (Л, и А)= [z^R* :z= (х, у),х£А,у£ R\f\ (х) < у </„(*)}.
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Ясно, что если /1(д:) = 0 (ж ^ Л), то Г (/„ /2; Л) = Г (/2; Л).
Если

1 )Л69*„
2) функции /t и /2 измеримы на множестве Л относительно

о-кольца 9lj,
3) Г (/„/,; Л) 6 91,

тогда

f\r(/i,/2; Л) =j (Л—/i)^v-i- (19)
л

Использование формул (18) или (19) затруднено
необходимостью проверки условия 3). Как будет показано в п. 5.5,
на самом деле условие 3) излишне —оно является следствием

первых двух. Однако доказательство упомянутого факта
достаточно сложно. Между тем с помощью сравнительно простых
рассуждений можно доказать соблюдение условия 3) (а заодно
и первых двух) для случая, который чаще других встречается
в приложениях.

Предл о жение 3. Предположим, что множество Л

замкнуто в пространстве а функции и /2 непрерывны
на Л. При этих условиях множество Г(/ъ /2; Л) оказывается

замкнутым в пространстве R\

Доказательство. Пусть {2„}~=1 — последовательность

точек множества Е= Т (/lt /2; Л), сходящаяся к точке z0(*R‘.
Если

*» = (■*/..у») (*n€#v_1, y„€#v; л=о, 1,...),

то хп-> х0 в пространстве /?v_1 и у„ -> у0 в пространстве R1

(последнее означает, что числовая последовательность {у„}”=1
имеет предел у0). Но zn(*E («=1,2,...) влечет соотношения

/iW<J»<AW (я = 1, 2, ...), (20)

поэтому вследствие замкнутости множества Л будет х0£Л,
и переход к пределу в неравенстве (20) даст

Л (*о) = lim/i (*„) < у0 < lim /2 (хя) = /2 (х0),
П-*- оо /2-> оо

т. е. z0 = (x0, у0) б откуда и вытекает замкнутость
множества Е.

Предложение доказано.
Замечание 1. Поскольку замкнутые множества измеримы

по Лебегу (гл. I, п. 3.8) и,..равным образом, измеримы по

Лебегу непрерывные функции, то в рассмотренной ситуации
налицо все условия 1)—3), так что можно пользоваться

формулой (19) и, в частности, (18).
Замечание 2. Если взять то придем к сле¬

дующему интересному факту: лебегова мера (размерности v)
графика функции /, заданной на замкнутом множестве Л про¬

182



странства R4~l (v = 2, 3,...) и непрерывной на этом множестве,

равна нулю.
Замечание 3. Было бы ошибочно думать, что

указанный только что результат распространяется на множество

точек непрерывной кривой (д. 3, п. 3). В действительности при
любом v (v = 2, 3,...) существует непрерывное отображение Фч

промежутка Д=[0, 1] на прямоугольник [0,1] X [0,1] X ... X

X [0,1 ] пространства R4.
5.5. Под vlt v2 и v будем подразумевать произвольные

натуральные числа, связанные соотношением vx-]-v2= v.

Лемма. Пусть множество А £9^, а множество В£ 9?2.
Тогда Е= А X В £ 9?.

Доказательство. Прежде всего отметим, что если

измеримость произведения А X В доказана, то, по замечанию

2 к теореме 1,

р(ЛХВ) =^-Д (21)
Предположим сначала, что А — открытое множество

пространства R1', а В — открытое множество пространства Rъ.

Докажем, что в этом случае Е будет открытым в

пространстве /?ч.
Действительно, открытое множество служит окрестностью

каждой своей точки. Поэтому если z = (x, у)£Е {х(*А,у£В),
то найдутся открытые прямоугольники Р и Q размерности,
соответственно, и v2, такие, что х(*РаА, y£Q(ZB.
Произведение PXQ— также открытый прямоугольник
(размерности vi + v2 = v), причем Z£PXQCAXB=E. Это означает,
что z — внутренняя точка множества Е, откуда, ввиду
произвольности z, следует вывод, что Е открыто. Измеримость
множества Е относительно меры ja вытекает теперь из

сказанного в гл. I, п. 3.8.

Пусть множество А — типа 06, т. е. такое множество,

которое можно представить в виде пересечения некоторого
счетного семейства (05} (| £ S) открытых в пространстве /?’' множеств:

А— П Of. Относительно В по-прежнему будем предполагать,

что оно открыто (в пространстве R4). Поскольку, очевидно,
Е = А х В— Г\ (Gr X В) и по доказанному ранее

ЕеЗ

(l£S), выводим отсюда, что и при сделанных предположениях

Е£<21.
Точно так же можно установить, что Е£?Я и тогда, когда А

открыто в /?v‘, а В — множество типа 05 в пространстве R4*

или, наконец, когда оба множества — А и ,В — типа 05 в

соответствующих пространствах.
Пусть А 9?! и В £ 9?2— произвольные множества. Согласно

следствию 2 теоремы 6(3.1), можно подобрать такие множества
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С С/Г1 и D с типа 08 в пространствах /?v‘ и /?'’2
соответственно, что

CdADdB, 1i‘(C\A)= p!(Z)\fi) = 0. (22)

Предположим дополнительно, что р1А = 0. Тогда в силу
(22) будет также ^^= 0. Следовательно, учитывая, что уже
доказано включение Сх£>£9?, в соответствии с (21) можем
написать. ц(СХ D)=plC-p2D= 0. Поскольку Е=А X В с С X D
и мера [1 — полная, получаем отсюда .££9?. Подобным же

образом результат леммы оправдывается для случая, когда А £9^ —

произвольно, а р2В = 0.

Не будем теперь накладывать на А и В каких-либо
дополнительных ограничений. Замечая, что в правой части

равенства

£=ЛХ5= (СХД)\(|АХ(0\Й)] w [(С\ А) X В\ w

w[(C\A)X(D\5)])
все четыре множества, по доказанному, входят в состав

системы 9J, заключаем, что и .CG9?.
Лемма полностью доказана.

Будем считать в дальнейшем vj = v—1, v2 = 1. Пусть, как

и в п. 5.4, даны множество Лс/?’"1 и конечные функции /и
/2, заданные по крайней мерена множестве А, причем сг (х)^
</,(*) (х£А).

Теорема 2 (5.II). Если А £ 9?! и функции А и /2 измеримы
на А относительно о-кольца 9^, то Г (А, /2; А) £9?.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда

обе функции А и А ступенчатые на А (гл. II, п. 1.6).
Обозначим через ^ (г=1, 2) такое разбиение множества А, что

на каждом множестве ££Ti функция А постоянна. Заменим ^ и

более мелким разбиением х = х1\/%2. Учитывая, что

Г (А, А; А)-и г (А, /2;е),
еех

достаточно доказать, что Г (fu f2\ e)£9i при любом e£zy
причем можно ограничиться лишь непустыми множествами е.

Обозначая через те и соответственно через Ме значение, кото-

рое принимает на множестве функция fx или соответст-

венно /2, можем написать

Г(А>А; e) — [zGR'‘-.z = {x,y), Х^е, ув#1, те^у^Ме} =
=еХ [те, Ме],

после чего остается применить результат леммы.

Обратимся к общему случаю. Согласно теореме 1 (3.II)
(см. также замечание к этой теореме) можно подобрать
последовательности {ч>л1я=1 и {<1>л}л-1 ступенчатых на множестве А
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функций, таких, что последовательность {<pn)n-i— возрастающая,
{,Мл=1—-убывающая и

/i(x) = limtp„(x),/2(х) = Нт<1>п(х) (*6 Л). (23)
П -*■ оо п-+ оо

Убедимся в справедливости равенства

Г(/ъ /2; А)= П Г(сря, фя; Л). (24)-
/2=1

Принимая во внимание, что

T.^X/i^XA^XtjW (*£А; п= 1,2,...),

без труда найдем, что

Г(/1,/2; А) С П Г(<ряэ <|>я; А).
Л=1

Возьмем элемент П г (?„. Ф„; Л). Если г = (х, _у)>

(x£R'~l, y£R% то хбЛ и ?„(*)< У < Ф„ (*) (л = 1, 2, . ..).
Переходя здесь к пределу при я -г- оо, получаем /1 (*) <| у

так чт0 26r(/i, /г! ^)- Равенство (24) доказано,,
и с учетом предыдущего вместе с ним доказана теорема.

Следствие 1. Подграфик любой измеримой
(относительно 9?1у) на множестве Л (Л £9?],) функции принадлежит
^-кольцу 9?.

Следствие 2. График любой измеримой (относительно 9^У
на множестве А (Л £ 9^,) функции, заданной на множестве А,
принадлежит a-кольцу

Легко видеть, что он представляет собой измеримое по

Лебегу множество меры нуль (имеется в виду мера Лебега

размерности v).
Замечание. Результат следствия 1 обратим. Именно

можно показать, что если Л £9?! и Г(/; А) б 9?, то функция
/ измерима относительно a-кольца 9?х на множестве Л.

Иногда этот факт берут за основу для определения
интеграла (по мере Лебега). В этом случае, для того чтобы
ввести интеграл, достаточно лишь сведений из теории меры, так

как под интегралом (от положительной функции) понимают

просто меру подграфика, т. е. формула (18) служит
определением.

5.6. На теорему 1(5.11) опирается доказательство
следующей ниже теоремы Фубини, которая содержит условия,
позволяющие свести вычисление интеграла по множеству из 9?
к нахождению двух интегралов по некоторым множествам,

содержащимся в й] и 9?2.
Определение 1. Рассмотрим множество E(EdR^) №

функцию /, определенную по крайней мере на множестве Е„
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Пусть z = (x, у) (x^R'', y£R*!)— произвольный элемент

множества Rv (v = vi+v2). Зададим на сечении £Л‘функцию /*,
полагая

fx(y)=f(x,y) (У 6Ех)- (25)
Функция f* называется сечением функции / элементом

jcdR'1’. Аналогично определяется сечение yf функции /
элементом у £R4‘:

yf(x)=f(x,y) (х&Е). (26)
Свойства функции fx зависят, разумеется, от элемента

X £ R1'. В частности, для одних х эта функция измерима
относительно а-кольца для других

— нет. Таким образом,
множество R разбивается на два непересекающихся
подмножества— А} и Bf. Первое состоит из всех таких для

которых сечение fx измеримо, второе
— из всех остальных

элементов из R
Измеримость функции fx не обеспечивает еще

существование интеграла j fxdp2. Поэтому функция / определена ра-
Ех

венством

/(x) = J fxdp2 (27)
Ех

лишь на части множества Af (если Ех= &, то 1{х)— 0). Если

интеграл (27) для некоторого данного х £ /?v‘ не имеет смысла

(т. е. если fx не имеет интеграла по множеству Ех), то

положим 1{х)— 0. Тем самым функция / оказывается заданной на

всем множестве R',‘. Функцию / мы будем называть

интегралом сечений функции /.

Предположим, что Е(<91 и существует интеграл J fd\\
Е '

Как будет показано, эти условия обеспечивают

существование интеграла и равенство ^ fdp — J Idpx. Это и есть

R4 е я*,

теорема Фубини.
Прежде, чем давать точную формулировку, условимся

о некоторых обозначениях, которые хотя и страдают известной

некорректностью, но в данной обстановке оказываются удобнее
обычных. Именно, учитывая (26), мы будем записывать

интеграл (27) в виде

/(•*)= !/(■*, y)dp2(y). (28)
Е*

Мы сохраним это обозначение даже и в том случае, когда

интеграл в правой части (28) не существует в прямом смысле
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этого слова, полагая в соответствии с принятым выше

соглашением j/(x, у) dp2 (у)—0.
Ех

Если функция / имеет интеграл, то, принимая во

внимание (28), будем записывать'

J Id? — I 1 (■*) W (•*) = J ГJУ) dV-2 (У)1 dp1 (х). (29)
1 /?"■ /?ч1 U*

Эта запись делает понятным термин повторный интеграл,
который мы будем использовать для обозначения интеграла (29).

Заметим, что в качестве области интегрирования во

внешнем интеграле в (29) может быть взято любое множество

А (Л б^), содержащее почти-проекцию Р^/Г множества Е (см.
замечание 3 к теореме 1). Действительно, согласно теореме 1

существует множество е£Я)\, такое, что

|Пе = 0, £*€9*2 (*€#v‘V). (30)
Поэтому если элемент x£Rb не принадлежит ни множеству е,

ни множеству Л, то Ех £9?г и, поскольку AzDPtjE, должно

быть р2Ех= 0. Следовательно, в силу (28) 1(х)= 0 (теорема
1(2.11)). Учитывая, что [J.1 (е\Л) < ji1e = 0, будем иметь

J Idp!= j ld^= \ldp' + j Мрг = \ldpl.
A^e A e\A A

Укажем еще на одну терминологическую особенность
дальнейшего изложения. Чтобы подчеркнуть различие между
интегралом по мере р, с одной стороны, и по мерам р1 я р2 —
с другой, мы будем иногда называть первый двойным

интегралом и писать вместо Udp так: SSf(x> У)ар(х, У)-
Е Е

Дадим теперь формулировку теоремы Фубини.
Теорема 3(5.11) (Фубини). Пусть даны: множество ££9?

и функция f, определенная на множестве Е и такая, что

существует двойной интеграл ^fdp = J j f(x, y)dp(x, у).
E E

Тогда

а) можно указать такое множество е£9?г, что р1е — 0 и

для любого x£Rb\e существует интеграл

\fxdpi= j/(x, y)d\>?(y)\
Ех Ех

б) существует повторный интеграл (29), равный двойному.

J [j7(*. y№(y)W(*)= H/C*, у) dp(х, у). (31)
Я»1 lEx J Е
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Доказательство. Докажем теорему сначала для того

простейшего случая, когда функция /—ступенчатая,
принимающая два значения, одно из которых равно нулю, а другое

—

вещественное неотрицательное число с Обозначим

Ей= \z(lE-f{z) = £}• Ясно, что £,069? (гл. II, п. 3.1).
Применяя теорему 1 (5.II) к множествам Е и Ей, найдем согласно

п. а) этой теоремы такие множества е и е0, что

^£9*!, ^1е = |»1е0 = 0, UG^'V),
Ех0£сЯ2 {х£1?'\е0). (32)

Поскольку для любого

f{x)(y)=f(x, у) = \ С

(у£Ех), .

JO (у€^о)
то из (32) следует, что если х£е ку е0, то функция fx измерима
относительно a-кольца 9?2. Будучи неотрицательной, эта

функция имеет интеграл. При этом

f(x)=$f(x, y)dii2(y) = cp2Eo (*£/?v‘\(<?0w)).
Ех

Учитывая, что jj.1 (е w е0) = 0, выводим отсюда, что интеграл
сечений I для функции / эквивалентен (относительно меры jj.1)
функции, которая лишь множителем с отличается от

функции <р0
—

меры сечений множества Е0. Поскольку эта последняя

функция измерима относительно о-кольца 9?,, то будет
измеримой и функция /. Далее, воспользовавшись результатами
предложений 2 и 3 из гл. II, п. 3.10, получим на основании

п. б) теоремы 1 (5.II)

j ld\i1 = j (ccp0) dp1 — с J = cpE0.
y?vi 7?vi /?V1

Но и \fdp =p срЕй, так что равенство (31) доказано.
Е

Предположим теперь, что /—произвольная ступенчатая
неотрицательная функция. Существует разбиение х

множества Е, на множествах которого функция / постоянна. Для
каждого множества D £ т определим на Е функцию fD, полагая

(г6£1' (33>

Ясно, что fD—ступенчатая функция рассмотренного в начале

доказательства типа. Понятно также, что

/(2)=S/d(2) (*€£). (34)
Dex

Действительно, если z(*E, то существует единственное
множество Д) 6 х, такое, что z£ D0, а тогда согласно (33)
fDo(z) = f(z) и Л>(2) = 0 ПРИ ОфИ0, D£x.
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Обозначим через / и соответственно через ID (D£x)
интегралы сечений функций / и fD. Поскольку для функций fD
(D€'c) утверждение теоремы доказано, можем подобрать такие

множества eD, что eD 9?ь pleD
— 0 и интеграл J/D (х, у) dp2{y)

Ех

существует для каждого x£R'l\eD (D £т). Обозначая через е

объединение U eD, на основании следствия 2 к теореме Б. Леви
D ех

(гл. II, п. 4.2) установим, что для х QRw'\e существует

интеграл \/(х, у)фр'(у), причем
ех

1(х)= У{х, y)dv?{y) = Yi S/d(x’ y)dll2(y)='£fD(x)
Dex £Х Dei

Так как, очевидно, р'е = 0, то /(х)= 2Лз(-*-)Для почти всех

D € х

x£R\ Еще раз применяя следствие 2 к теореме Б. Леви

(возможность применения обусловлена замечанием 4 к

цитированной теореме), получим, что существует повторный

интеграл f Idp1, равный сумме ]£] j" IDdpl. Записывая для функ-
#vi Dex R'i

ции fD соотношение (31), найдем

J | [fD(x, y)dp?{y)]dpl{x)=\\fD{x,y)dp{x,y) (D£x).
i E

Но в силу (34) опять же на основании следствия 2 к теореме
Б. Леви

Я/(*, y)dp{x, у)= J ||/0(.к, y)dp(x, у)=
Е D е х Е

= 21,
Dex^v, ^

что и доказывает теорему, когда /—функция рассмотренного
вида.

Если, далее, /—произвольная неотрицательная измеримая
функция, то в соответствии с замечанием к теореме 1 (3.II)
можно указать такую возрастающую последовательность {/я}~в1
ступенчатых неотрицательных функций, заданных на

множестве Е, что f{z) = \lmfn(z) {z£E). Схема дальнейших рассуж-
П-+ оо

дений отличается от только что разобранного случая лишь тем,

что вместо следствия 2 к теореме Б. Леви здесь надо
воспользоваться самой теоремой Б. Леви. Таким образом, можно

считать исчерпанным и данный случай.
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•+

Предположим теперь, что /—произвольная измеримая
относительно х-кольца 91 вещественная функция, имеющая

интеграл J fdp. Последнее означает, что по крайней мере
е

_

.

одна из функций /+ или / суммируема. Допустим для

определенности, что суммируема функция f~. Так как функции f
и f~ неотрицательны и измеримы, то для них утверждения
теоремы уже верны, так что если обозначить через /+ и

соответственно через 1~ интегралы сечений функций /+ и /~, то

в силу (31)

j f+dp =-.\ I+dp\ Jf~dp= j Гdp'. (35)
E /?v1 E

При этом можно указать множества еъ такие, что

Р1е1 = \^е2 = 0 и существуют интегралы

/*(*)= J/+(*, y)d»4y) U6^’‘\ei),
рХ

с , \ (36),
1 (■*)= J / (■*» У)4\?(У)

Ех

Поскольку функция /" суммируема, второе из равенств (35;
показывает, что будет суммируемой (по мере р1) и функция 1~.
Следовательно, функция 1~ почти везде (относительно меры р1)
конечна на R\ Это означает, что найдется такое множество

е3£%, что

= 0, /-(л)<+оо {x£Rw'\ea).
Обозначим e — e1^e2^es. Если xGR^'\e, то, основываясь
на предложении 3 из гл. 11, п. 3.10, получаем в силу (36), что

существует интеграл

j/(x, y)dp2(y)= §f+(x,y)dp2(y)-
Ех ЕХ

- J/“(■*, y)dp2(y) = I+(x)—r(x).
Ех

Таким образом, если обозначить через I интеграл сечений

функции /, то для указанных х, т. е. почти везде на R*‘,
будет 1(х)—1+(х)—1 (л:). Так как вследствие (35) (см. также

гл. II, п. 3.10) разность

j l+dp' - j Гd^= Jtdp - У~dp = jfdp
#vi tfvi E E E

имеет смысл, то опять на основании предложения 3 из гл. II,,
п. ЗЛО получаем, что существует интеграл

j j I+dp1 — [rdpx = Уdp,
7?vi /?v i E

так что для функции / утверждение теоремы доказано.
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Если, наконец, /— комплексная функция, то ввиду того,,

что по условию существует интеграл I fdp, функции f^ — Re/
Е

и /2= 1т/ суммируемы на множестве Е(гл. II, п. 2.6); с

помощью рассуждений, вполне аналогичных тем, которые были

проведены выше, нетрудно убедиться в справедливости теоремы
и в данном случае.

. Теорема полностью доказана.

Замечание 1. Пусть, как и в условиях теоремы, i:£9v
Предположим, что на множестве Е задана функция /,
измеримая относительно о-кольца 9?. Если /—вещественная
неотрицательная, то на основании пункта а) теоремы сечение fx
для почти Bcexx£#Vl будет измеримой относительно о-кольца

9*2 функцией. Это утверждение сохраняет силу и без

предположения о неотрицательности /. Для обоснования
достаточно (в случае, когда /—вещественная) представить/ в виде

/—/+—/~ и заметить, что fx — (p)x— \f~)x. Случай
комплекснозначной функции / исчерпывается после этого сходным,

образом.
Замечание 2. Основываясь на замечании 1 к теореме 1,

можно высказать следующий вариант теоремы Фубини.
Пусть Е£ 9* и функция /, определенная на множестве Е„

имеет интеграл; тогда

а) можно указать множество е(е(*912), такое, что р2е — 0,

причем для каждого yQR'‘\e существует интеграл

Hy)=\f{x, y)dpx{x)-,
Уе

б) существует повторный интеграл

j J(у)dp2(У) = j fjjf{x,y)dpi{x) dp2(y), (37>
\?E

равный двойному интегралу f fdp.
E

Важным результатом, имеющим большое теоретическое-
и практическое значение, является предложение о возможности

изменения порядка интегрирования.
Следствие 1. Пусть Е(* 91 и функция / имеет интеграл

J fdp. Тогда существуют оба повторных интеграла (29)
Е

и (37) и они равны, т. е.

dp2 {у). (38)J [!/(■*» У)dp2{y)\dp1{x)= J Г J/(jc, y)dp1{x)
Rv» \.E* J 7?v2 lyE

Доказательство. Согласно теореме (в основной.,

формулировке и в форме замечания 2), каждый из повторных
интегралов совпадает с двойным.
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Замечание 3. Напомним еще раз, что „внутренние"

интегралы в равенстве (38)— ]/(-*, y)dpl(y) и \f{x, y)d^(x) —
ех Уе

представляют собой функции, определенные (в условиях

следствия) на почти всем множестве R*‘ и соответственно на почти

всем RVj. Далее, как уже отмечалось, область интегрирования
во „внешних" интегралах может быть сужена. Именно, вместо

(38) можно написать равенство

(У), (39)1 [ j Л**> У) dp2 (у)
А |_я-г

где А — произвольное множество из a-кольца 9^х, содержащее

■почти-проекцию РгиЕ,аВ— произвольное множество,

принадлежащее о-кольцу 9?2 и содержащее почти-проекцию Рг^Я.
Замечание 4. Формула (39) существенно упрощается,

если множество Е представляет собой произведение А X В
множеств A и 9?2. В этом случае

£' = ( в. U6R-X
А [х£А)

УЕ= 1 (‘;!S' ^
Следовательно, справедливопоэтому A Z) Pr, Е, В Z) Рги Е.

равенство

J [ J/(-«, y)dp\y)\d^ {х)= j Г У(х, y)d^ (*)1 dv?(y).
А LB J В [а
Отметим особенно важный частный случай следствия 1

(называемый иногда теоремой Тонелли).
Следствие 2. Пусть £(<91 и функция / измерима на

множестве Е и неотрицательна. Тогда существуют оба
повторных интеграла (29) и (37) и они равны, т. е. справедливо
равенство (38).

Важность этого утверждения состоит в том, что оно

полностью освобождает нас от забот, связанных с доказательством

существования повторных интегралов, фигурирующих в

равенстве (38). Это дает возможность браться за вычисление такого

интеграла, не зная заранее, конечен ли он. Такая
возможность бывает очень полезной (см. примеры в § 6).

Остановимся еще на одном весьма частном, но важном

случае теоремы.

Замечание 5. Предположим, что EaR'+l, E=T(FU F2; А),
где А — измеримое по Лебегу множество пространства

а функции Flt Ег заданы и непрерывны на множестве А.

Предположим еще, что функция /, заданная на множестве Е,

непрерывна и существует интеграл JJ* f(x, y)dp(x, у). Тогда
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1) интеграл J f(x, y)d\>?(y) существует и конечен

при любом х^А\

2) У)а?(х,У)= if I /С*. У)Ф(У) dp1 (х).

(40)

Доказательство. Легко понять, что Рг1Е
— А и что

при любом х£А множество Ех представляет собою

промежуток [Fx (х), /^(х)]. Функция fx, очевидно, непрерывна на

этом промежутке при любом х(*А и потому суммируема на

нем (см. п. 3.9). Следовательно, интеграл J/(x, у) dp2 (у) суще-
Ех

ствует и конечен при всяком х£А. Ввиду того, что А —

— Pr^D Prjf, мы на основании замечания 3 заключаем, что

выполняется равенство (40).
Доказательство закончено.

Внутренний интеграл j f(x, у)d\P(y) в правой части

равенства (40) иногда удается вычислить, применяя формулу
Лейбница—Ньютона (см. теорему 4(2.11)). Поэтому при

вычислении кратного интеграла Jj*/(x, у) (х, у) обычно стараются
Е

представить множество Е в виде объединения попарно не

пересекающихся множеств вида Г (Fu F2; Л).
Следующее замечание ^асто используется при вычислении

кратных интегралов.
Зам е ча н ие 6. На протяжении этого параграфа мы

отождествляли множество /?Vl+V2 с произведением /?Vl X R2- Это

выражалось в том, что точку z^R)l+V2 мы не отличали от

упорядоченной пары (х, у), где x£Rv\' у (jRv\ Точнее говоря,
имелось в виду, что пара ((х1? х2, .

.., xVl), (уь ..., )Ч)) — это

и есть точка (хи ..., xVl, уъ ..., yVf) 6/?Vl+Va; То же самое

можно разъяснить на геометрическом языке так: первая

проекция Prj£ множества Е (EdR^+V2) — это проекция на

координатную плоскость, натянутую на первые vx осей, а сечение

Ex(x£R'il) производится с помощью Vg-мерной плоскости,

проведенной параллельно последним v2 осям.

Однако иногда бывает удобнее поступать по другому (см.
ниже пример 2) и иметь дело с проекцией множества Е на

Vi-мерную плоскость, натянутую на оси с какими угодно
номерами ju ..., Д (1 <JS<\ +^ s = l, ..., vx), и

проводить сечения множества Е, параллельные осям с номерами
г\, ..., ц, где ik=hjs при любых ££Nv2, s£ NVl, l<^Oi+v
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Мы ограничимся здесь лишь этим кратким указанием, которое
будет разъяснено далее на примерах.

Пример 1. Пусть £■={(.*:, у) (</?а:у < х < 2, ху > 1,

•*>0),

hx,y)=-~ (у ф 0).
у2

Требуется вычислить двойной интеграл |/^2- Легко понять,
Е

что этот интеграл существует и что к нему применимо
замечание 5.

Проведем вычисление, используя это замечание.

Ясно, что

£ = Г (Fu А),
где Л = [1,2], Л(*) = |
(х£А), F2(x)=x (я 6-А) (см.
рис. 17). В самом деле, если

(х,у)6Г(Л, Ft;A), то 1<
<л:^2, —<у<х, и потому

ху1, х > 0, т; е. (ху) С Е
и потому Г (Fu F2; А)С.Е;
если же (х, у) £ Е, то

-*<2,
y^F2 (*) по определению
множества Е; кроме того,
х^\, так как иначе

оказалось бы, ЧТО у ^ > 1,
что противоречит

неравенству у<я; значит, Е a? (FUF2\ А) и потому E= Y(Flt F2; А).
Стало быть, по замечанию 5

FA*) 1

lfdp2= j j /(Jt,
£ A J

Предположим, что x тогда

Fа(дг) X

^

J f(x,y)dv.l(y)=)jrdp-.
FA*)

X

1 x

X

==X2 [ -f- xj
— Xs — X.

Наконец, J fdj^2j x) d\i^ (x)= J* ,x) dx — ■

^
*
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Разумеется, можно воспользоваться здесь и равенством

J/^2= j f/(*, У) dpАх)
Е Prjj Е УЕ-

dp1(у)

(понятно, что в данном случае Рг11£'= Рг,^).
Читатель легко докажет, что можно представить

множество Е в виде (см. рис. 17)

ЕгуиЕ2,
где

£, = {(*„ x,)GR2:-y<x2^ 1, ■^<л1<2},
^2= {(-^1. л2)6^2:1 <^2<2- Jc2<-«1<2}.

Легко понять, что Ег гл Е2 = А, так что

J fdp% — J fdp2 -f- J fdpч',
E E\ fj

Ex
\fdp*=' J \ f(x, y)dpl(x) dpx (y) — J

РгцЯДУя, J 1

2

\т\\хЧх

Г •*2 .

J yidx
Ly

dy =■

, с 1 Г 8 1 1 , 8 15 17

J У2 [3 З)'3j 3 12
~

12 *

2*

J fdp% == J J /(*, У) dpj (jc)1 rfji! (jf) =

F, 'РгпЕ,[уг> J

l Ly J l

j /^2 11 a. A
12 + 6

П 4 1

Этот пример показывает, что для вычислителя не

безразличен порядок, в котором производится повторное
интегрирование (хотя, конечно, этот порядок никак не сказывается на

результате вычислений). Для того чтобы воспользоваться

формулой Ньютона—Лейбница, нам при втором способе
вычислений пришлось разбить множество Е на подмножества Ех и Е2.
Дело в том, что левые концы промежутка у.£ (у g Рг]Г£)
определяются разными элементарными функциями на Ргл^
и Рги/Г2: У£=[у, 2] при у 6 Рг,,/?,. уЕ=\у, 2] при у6Ргп£2.

Пример 2. Пусть

Е={(х, у, z)eRs:y2>x2 + z\ 0 <у < 1},
f(x,y>*):=y ((х> У> z)G#3).
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Требуется вычислить тройной интеграл J fd\>..3. Множество Е,
Е

очевидно, замкнуто и ограничено, а функция / непрерывна
на нем. Итак (см. гл. II, п. 3.9), f(*L(E, fi3).

Применим замечание 5. Положим vx
= 2, v2=l и найдем

Рг,£, Для этого рассмотрим точку и = (х, у) ^R2— Rv‘ и найдем
сечение £". Если у2 < л:2, то не существует числа г, такого,

что у2 ^х2-f- z2, т. е. Еи = Л; если же у2^л;2 и l^y^O,
то, очевидно, Е"—\— У у2— х2 , Уу2 — х2]. Теперь понятно,
что

РтхЕ =. {(.V, у) б R2:1 > у> 0, х2 < у2} =
= {(•*» У)6^2:1 >У>0,У<х<у).

Кроме того, *£'=Г(/71, А), где Л = Рг1£', Е2(х, у) =
= VO'2 — х2

f Fx (х, у) = —F2(x, у). Согласно замечанию 5,

j fdV 'i
= J [ j /<Х’ У> ^l] ^2-

£ Л

Заметим, что функция постоянна на сечении Еи (все ее

значения на этом сечении равны у) и потому

j f(x’y)d^1 = y^lEa = y-2 Уу2 — х2 .

е"

Значит,

j fdpз = j Fdp2, где F (x, у)
—

2у Уу2— х2 ((*, у) £ А).
Е Л

Вычисление тройного интеграла свелось, таким образом,
к вычислению двойного интеграла, которое можно выполнить,

еще раз применяя теорему Фубини (точнее, замечание 2 к ней).
Действительно,

J-Fdpi = J ■ Г J F(x, у) dpi (х)
А ;

у

Рги А УД

dv-ЛУ)
—

== J J 2у У у2 — х2 dx dy — J 4у j j/" j/2 — л:2 rfx dy —

[0,1] L-У • J 0 Lo

y2sin2£ -y- cos tdt dy-

I I i ^

: j 4y;i t j cos2 tdt 1 dy =| 4j/8fl?y • | cos2 tdt— --.
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Однако интеграл можно вычислить значительно проще,
если применить сказанное в замечании 6 к теореме Фубици.
Будем проектировать множество Е на ось ординат, а сечения

будем образовывать с помощью плоскостей, параллельных
плоскости xz. Точнее, пусть

Интеграл часто применяется в различных разделах
математики и при решении многих естественнонаучных задач.
В этом параграфе мы выясним то общее, что свойственно

многим задачам, решение которых требует применения
интегрального исчисления. Обычно в этих задачах требуется
вычислить значение какой-нибудь аддитивной функции
множества, зная плотность этой функции. Поэтому первый пункт
мы посвящаем определению этого понятия.

6.1. В этом параграфе мы постоянно будем иметь дело

с некоторым открытым множеством G пространства и с

системой всех полуоткрытых прямоугольников размерности v,
строго содержащихся в G (см. определение 1 из гл. I, п^ 1.5).

Эту систему мы обозначим символом ^о. Символом Р мы,
как и в гл. I, п. 2.5, будем обозначать замыкание v-мерного

прямоугольника Р. Отметим, что= |\Р.
Определение 1. Пусть X — конечно-аддитивная

функция множества, заданная на 'ЭД, и пусть x(<G. Предположим,
что существует число р(х), обладающее следующим свойством:

Е1={(х, z)£R*:(x, у, z)£E),

PruE=[y£R:E^A}'
В данном случае легко показать, что

Но при очевидно, Еу— замкнутый круг (в R2)
с центром в начале с радиусом у, и при (х, z)(<Ey f(x, y,z) = у.

Поэтому ]*/(•*, У, z)dxdz=y J \ dxdz =у\12Еу = ку*.

В то же время Pr^^fO, 1] и

Е о

§ 6. Некоторые приложения интеграла Лебега.

Замена переменных в интеграле



для любого числа О>0 найдется число 8 > 0, такое, что из

условий diamP<8 (д. 3, определение 2, п. 5)
следует, что (р(х)— е) fivP ^ ХР (р (х) -{- е) javP. Тогда
говорят, что функция X имеет плотность в точке х, а число

р(х) называют плотностью функции X в точке х.

Тот факт, что число р(х) есть плотность функции X в точке х,

грубо говоря, означает следующее: значение функции X на

прямоугольнике, замыкание которого содержит точку х, почти

пропорционально лебеговой мере этого прямоугольника с

коэффициентом пропорциональности р(х), т. е.

ХР= р(л:)^Р+ а(Р)^Р, (1)

где число а(Р) сколь угодно мало, если диаметр

прямоугольника Р достаточно мал (т. е. для любого числа s > 0

найдется число 8>0, такое, что |о(Р)|<е, каков бы^ ни был

прямоугольник Р^ЭД, такой, что diamP<!8 и х£Р).
Теперь мы в состоянии точно поставить ту задачу, о

которой уже шла речь: пусть известно, что заданная на

множестве G функция р такова, при любом x£G число р(я) есть

плотность в точке х некоторой аддитивной функции X,
заданной на системе ‘ЗД. Требуется вычислить XP(P£^q).

Решение этой задачи излагается в следующем пункте.
А сейчас — еще несколько слов в связи с понятием плотности.

Разумеется, не всякая аддитивная функция, заданная на

системе 'ЭД, имеет плотность в данной точке х £G.
Рассмотрим примеры.

Пример 1. Пусть v= 1, G= (0,1) и ХД = j fdy1 (д £ ^(0,1)) >

Д

где функция / задана в промежутке (0,1) следующим

образом: / (х) = 0, если 0<л:<-^; /(д:) = 1, если у<л:<1.
Проверим, что функция X в точке

-j-
не имеет плотности.

Доказательство. Если A G д т) ’ т0

ХД =0; если же. Д = |у, у
т0 ХД = 8 = |а1Д. Значит,

имеются прямоугольники Д', Д^б^о,!) сколь угодно малого

диаметра, такие, что ХД'='0, ХД" = {41Д">0, хотя у€Д', &"•

Значит, функция X в точке у плотности не имеет.

С другой стороны, можно сразу же указать обширный
класс аддитивных функций множества, имеющих плотность

в каждой точке.
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[taf/(*)]!

Пример 2. Если функция / непрерывна на открытом

множестве 0(0c/?v), а ХР= j*(Р£ , то в любой

р

точке х £ G функция X имеет плотность, равную / (л).
Доказательство. В самом деле,

\^P<^P<\snpf(t)UP
[<ер J ^

(Р— замыкание прямоугольника Р), и если $ — произвольное
положительное число, то найдется положительное число 8,
такое, что для любого прямоугольника Р^ЗД, замыкание Р

которого содержит точку х и имеет диаметр, не

превосходящий 8, выполняется неравенство

sup f(t) — inf/^Ms,
t 6 P t e P

так как в силу известной теоремы Вейерштрасса (теорема
2(д. 3)) inf/,(£) и sup/(£) суть значения функции / в некото-

(еР (еР

рых точках прямоугольника Р, удаленных от л не более чем

на 8. Значит, числа XР и f(x)\ivP принадлежат промежутку
Г inf /(^)[avP, sup/(£)[xvPl, длина которого не превышает еp.vP,
[<бР teF

.

если PG^Pq, х£Р и diamP<;8. Но это и означает, что число

/ (х) есть плотность функции X в точке л.

Доказательство закончено.

6.2. Только что доказанное утверждение может быть
дополнено следующим утверждением.

Теорема 1(6.11). Если аддитивная функция X, заданная

на системе ‘ЭД, в любой, точке x£G имеет плотность

р (л') и если функция р непрерывна на множестве G, то

ХР = J рdpw при всех Р £ °Ро.
р

Этот результат и составляет основу всех применений
интеграла Лебега. В нем содержится ответ на вопрос,
поставленный в п. 6.1 (см. стр. 198).

Для доказательства теоремы 1 (6.II) нам потребуется
следующее утверждение.

Лемма. Пусть X и р
— те же, что и в теореме, пусть

Р£ЭД. Тогда

Jmlnp(OJi*,P<XP<Jmaxp.(<)Jtt,P РФ*)-
Если Р^= А, то число естественно назвать средней

плотностью функции X в прЯ1\юугольнике Р. Из утвержде¬
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ния леммы следует, что средняя плотность функции X на

замкнутом' прямоугольнике заключена между минимальным и

максимальным значениями плотности в этом прямоугольнике.
Доказательство леммы. Пусть Р {Р=£ Л) —

прямоугольник, о котором идет речь в формулировке леммы, Р =
= X Д3 X •.. X Av, где Ду = [«;, Ру) U= 1,2,..., v).
Разделим каждый из промежутков Ду пополам, т. е. рассмотрим
промежутки

В соответствии с этим прямоугольник Р окажется

разбитым на 2V прямоугольников (см. рис. 18). В самом деле, пусть
2V обозначает множество всех v-членных семейств (о(у)}
(у £М.), члены которых равны Гили 2. Ясно, что множество 2..

содержит ровно 2V элементов. Если oG2v, то пусть Р„ = Д!(1)Х
X Дг(2) X ... X A°(v). Легко проверить, что тогда U Ре = Р,

Предположим, что XP>jWjivP,- где Ж — некоторое число.

Тогда найдется положительное число т, такое, что ХР>

> (М -f- т) |хчР. Убедимся в том, что при некотором

Рис. 18.

а 6

Ра' г\Ра*=Л, если о'=£о", diam Р„ —у diam Р (s62v)-

XP~>(M+ t),i,P~r

Допустим противное, т. е. предположим, что

ХРо< (Ж+ т)[гуЯо при всех a£2v-
Тогда

хр= 2 хро<(м + т) 2 ъР'=(м+*) -ъР,

что нелепо, так как ХР > (М -f- х) рчР.
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Итак, мы доказали, что если Р^ЭД и ХР>(М + Х).!\,Р, то

существует прямоугольник Рг (=Р~), [обладающий^Гследую-
щими свойствами:

Pj 6?о’ Pi С Р, diam Рх = у diamP,

хлхм+ т^р,.
Применяя этот результат к прямоугольнику Рг (вместо Р),
мы построим прямоугольник Р2, такой, что

Ргб^о, Рц Cl Pi, diam Р2 = у diam Pj =^ diamP,

ХР2 > (М -j- х) {Av Р2.

Применяя индукцию, легко доказать, что существует

последовательность {P/jJlj прямоугольников, такая, что

Pj G ЭД, Pj+1 С Pj С Р, diam Pj = Л diam Р,

ХР,>(М-|-т)^Р;. при всех y'GN.

Соответствующая последовательность замкнутых

прямоугольников {Р;}/=1 удовлетворяет всем условиям предложения 2

(д. 3, п. 5), и потому найдется точка х, принадлежащая всем

прямоугольникам Р;(у £N) (и прямоугольнику Р). Так как,

очевидно, x£G, то функция X имеет в точке х плотность

р(х), и потому

>.P] = 9{x)\\Pj + s(Pj)P.Pj (У 6 N),

где limo(Py.j. = 0,так каклг^Ру-при всехy'£N,H lim (diamP,.)— О-

Теперь ясно, что

Р (х) ]\Pj = XPj — а (P.) \l4Pj >(М-\- х) |ivР. — а (Р.) а Р.

при всех y(jN, а так как t\P,-> О (y‘6N), то

p(x)>(vW + x)-0(Py) (yeN).

Используя теорему о предельном переходе в неравенствах,
заключаем, что

р (х) ^ М -f-х > М.

Итак, мы приходим к следующему выводу: если Р£ЭД и

число М таково, что ХР>Ж^Р, то найдется точка х£Р,
такая, что р (х) > М. Поэтому, предположив, что ХР ;>

> Гтахр (£)1{\Р, мы получили бы нелепое неравенство
J _

Р (-"О Гтахр(£)1, где х(*Р. Итак, ХР < Гтах р (t) 1 Р, ка-

[ teP \ [ЙР J
ков бы ни был непустой прямоугольник Р, принадлежащий
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■системе Ф1. Неравенство Гт1пр(£) 1|лР<ХР доказывается

[teP \
сходными рассуждениями.

Лемма доказана.

Теперь приступим к доказательству теоремы.

Доказательство теоремы 1. Пусть Р^^о, пусть е —

положительное число. Ввиду того, что Р С G, функция р

непрерывна, во всех точках замкнутого прямоугольника Р и

потому равномерно непрерывна на Р. Пусть Pk (k — 1, 2,... ,п)—

попарно не пересекающиеся прямоугольники, такие, что

U Pk = P и W(P, pkXe (*=1, 2, ...
, п) («в(р, Pk) — КОЛеба-

.ft^l

ние функции р на множестве Рь (определение 2 из гл. II, п. 1.6)).
Составим верхнюю и нижнюю суммы Дарбу, отвечающие раз-
бяению t = {P^} (&€1МЛ) множества Р. Как известно,

s(9, х, Р)< j/^v<S(P, t, Р),
■

’
■ Р

S(p, *, Р) —s(p, х, Р) =у «>(р, Pft)
Ь=1

п

Но вместе с тем ХР—Х1 ХРЛ) так что в силу леммы

h-1

«(Р, % [Дп! р(0]^Л=][] Jminp(0J l\Pft<

<у хр^хр,
k=\

U>= £ Гшах р {t) 1 |xvPft = V [sup р(г‘)Ь-Л="5(р, i, Р).
ti iaL<eJi* J ВЛиРк J

Поэтому | j* paf[\ — XP|<S[XVP, каково бы ни было число е>0.

Значит, j" рdp^ — XP.
р

Теорема доказана.

Замечание. Пусть функция X, о которой говорится
в теореме, является сужением на множество фо некоторой
конечной счетно-аддитивной абсолютно-непрерывной
(относительно |iv) функции (определение 2 в гл. II, п. 2.3), заданной
на SWo (ее мы также обозначим буквой X). Тогда
утверждение теоремы может быть дополнено следующим образом:
если множество E(EciG) измеримо по Лебегу и
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если плотность р (о которой сказано в теореме) суммируема

на множестве G относительно меры Лебега (iv, то P^tv
Е

Доказательство. Если множество Е открыто, то, по

теореме 2(1.1), существует последовательность попарно не
ОО

пересекающихся прямоугольников такая, что E=\J Ps
\S=1

и (s£N). Поэтому (теорема 3(2.11))
«о оо

j р4\=Ц1 ?dw=Yi
E s~lPs S=1

Пусть теперь E—любое измеримое по Лебегу
подмножество множества G. Тогда (следствие 1 к теореме 6(3.1))

где <5г, р.че = 0, (Oz}~=1
— убывающая по¬

следовательность открытых множеств, GtdG (/^N). Поэтому
(следствие 1 теоремы 3 (2.II))

(>.<? = О в силу абсолютной непрерывности функции X).
6.3. Теорема 1(6.11) подсказывает следующий способ

вычисления значений аддитивной функции множества X, заданной на

системе ^о: сначала находим плотность функции А во всех

точках множества G, и если она непрерывна на множестве G,
то каким-нибудь из известных нам способов вычисляем

интеграл от плотности. %

Но для осуществления этого плана нужно уметь в

конкретных случаях доказывать, что значение функции р,
заданной на множестве G, в каждой точке x£G есть плотность

аддитивной функции X. Для этого часто оказывается полезной

следующая теорема.
Теорема 2(6.11). Пусть X — аддитивная функция,

заданная на системе ^5о, а р
— функция, непрерывная на

множестве G. Пусть для любого Р («

т(Р)^Р^\Р^,М(Р)^Р,
где М (Р) = sup p(t), т (Р) — inf р (t).

teP teP

Тогда при любом x(*G функция X имеет плотность,

равную р(х).
Доказательство. Пусть е—'положительное число и

x£G. Тогда найдется такое число 8 > 0, что|р(£') — p(Ol^e.
каковы бы ни были t', t" £G, такие, что ||t' — •*4^ 8,
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ЦГ — jc||t<5. Пусть теперь P^^Po, x£P, diam P <; о. Тогда
числа M (P), tti(P), являющиеся, согласно теореме Вейерш-
трасса, значениями функции р в некоторых точках

прямоугольника Р, удовлетворяют неравенству М(Р) — т(Р)^е.
Кроме того, ясно, что т (Р)^ р (х)^.М (Р). Значит, числа

р(х)|х,;Р и IP содержатся в промежутке [m(P)pwP, A/(P)p.vP],
длина которого не превышает ej\P. Напомним, что это верно

при любом прямоугольнике Р, таком, что х£Р, лишь бы
diam Р^З. Поэтому число р (х)—плотность функции X в точке х.

Теорема доказана.

Замечание. Читатель заметил, конечно, что в

доказательстве были использованы лишь три следующих свойства

чисел т(Р) и М (Р):
а) каковы бы ни были точка x£G и число е>0, найдется

такое число 8 > 0, что _М(Р) — m(P)^s для всякого Р со

свойствами: Рб^Ро, х(*Р и diam Р-^о;

б) т(Р) ^Cp(t)^.M (Р) при любом Р^^Ьо и любом t£P;
в) /га (Р) jj.vP ХР^ УИ (Р)|\Р при всех Р^^Ро.
Поэтому верно следующее утверждение, несколько более

сильное, чем утверждение теоремы 2.

Пусть X — аддитивная функция, заданная на системе ^о.
Р
— функция, заданная на множестве G; если существуют

две заданные на системе ^pi? функции т и М, обладающие
свойствами а), б), в) (в их формулировке следует теперь т

и М заменить на т и Ж), то при всяком x£G функция X

имеет плотность, равную р(х).
Для дальнейшего полезно иметь в виду, что свойство а)

можно сформулировать и в других терминах (на „языке

последовательностей"): каковы бы ни были точка x£G и

последовательность {Р^}^! прямоугольников, такая, что x(*Ps,

Ps№ (s = l, 2, ... ) и

lim (diam Р^) = О,

справедливо равенство
lim [М (Ps) — т (Р,)] = 0.

оо

Доказательство равносильности этого утверждения и

утверждения а) проводится по известным образцам и предоставляется
читателю.

6.4. На первом курсе читатель уже познакомился с

некоторыми приложениями интегрального исчисления к задачам

геометрии, механики и физики. Поэтому мы ограничимся здесь
лишь одним примером, представляющим значительный интерес
и хорошо иллюстрирующим теоремы 1 и 2.

204



Займемся следующей задачей.*

Пусть G— открытое множество в пространстве Р" и пусть
Ф—взаимнооднозначное гладкое отображение множества G

в пространство R\ Пусть Е £ 9D2V, Е с G. Требуется вычислить

меру образа множества Е при отображении Ф.
Напомним, что измеримость множества Ф [£] была

установлена в теореме 1 (4.1), но вопрос о вычислении р.уФ [£]
остается открытым.

Между тем эта задача сразу сводится к задаче нахожде-

ния'плотности некоторой аддитивной функции прямоугольника.
В самом деле, пусть Р^^о и пусть ~кР= рФ [Р]. Функция X,

очевидно, конечно-аддитивна на системе ^о. Допустим, что

нам удалось доказать существование ее- плотности р(х) в

любой точке x£G и доказать, что р
—

непрерывная функция.
Тогда, по теореме 1(6.11), сразу получим

1\ф [Р] = j р4\.
Р

после чего не представляет труда заменить в последнем

равенстве прямоугольник Р любым измеримым множеством
Е (EdG).

Итак, нам нужно найти ,
плотность функции X. Если бы

отображение Ф было аффинным, то мы имели бы ЪР =

= | det Ф' | }\Р, каков бы ни был прямоугольник (теорема 2 (4.1)):,
так что в этом случае плотность постоянна и равна |det®'(^)|=
= | det Ф | при всех x£G. Но любое гладкое отображение Ф

вблизи каждой точки х множества G можно хорошо

приблизить аффинным отображением Ф, определитель которого равен
якобиану йе\Ф'(х). Поэтому естественно ожидать, что образ
Ф [Р] малого прямоугольника Р, содержащего точку х, можно

с пренебрежимым изменением меры заменить образом Ф [Р]
того же прямоугольника при аффинном отображении Ф. Но

мера множества Ф [Р] пропорциональна \\Р с коэффициентом

пропорциональности | detФ | — | det Ф' (х) |. Вспоминая
определение плотности и в особенности сказанное непосредственно
перед равенством (1), можно предположить, что плотность

функции I в точке x£G равна | det Ф'(л;) |. Это предположение
соответствует действительности, как показывает следующая
теорема.

/

Теорема 3(6.11). Пусть Ф — гладкое взаимнооднозначное

отображение открытого множества G пространства /?v

в пространство R\ пусть detФ'(л;) =£0 при всех x^G. Пусть
* Все дальнейшее в этсш пункте тесно связано с содержанием

добавления 3.
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ХР=|лФ [Р] (Ре^о). Тогда в любой точке x£G функция
множества X имеет плотность, равную | det Ф' (х) |.

Доказательство. Обозначим число | det®'(x) | (x£G)
символом У(х). Пусть К— ограниченное открытое множество,
содержащееся в множестве G вместе со своей границей.

Мы будем доказывать, что для аддитивной функции X

(ХР=^Ф[Р], Рб°Ро) и функции р = 7 существуют функции

т, М, о которых шла речь в замечании к теореме 2(6.11).
Если нам удастся построить такие функции, то доказательство

теоремы будет закончено.
Сначала оценим сверху меру множества Ф [Р], где Р—

какой-нибудь квадрат со стороной длины h с центром в точке

х^К, Ра К.

Для этого рассмотрим образ квадрата Р при отображении

[</-Ф]-1°Ф. Пусть х'£Р, х' — (х'и ... , х*), х=(х„ . . .
, xv),

х,— -у<х<- <хг + -|- (/=1, 2,... , v). Пусть z ={z\, , z,) =

= (Hj®]"1 оФ) (х) = [ФЧхГ^Сх) и пусть z'=(z\, ...
, zl) =

= ([rfj®}-*°Ф) (х')= [Ф'(х)]-1 Ф (х'). Воспользуемся тем, что

(в силу гладкости отображения Ф) для любого х£/С
существует отображение множества G в пространство R\ такое, что

Ф(х') = Ф(х) + Ф'(х)(х/^х) + ||х'-х||^г(х') (2)

при всех х'£К и lim_oj(x') = 0 равномерно относительно
Х' -*~Х

хбАГ. Последнее означает, что lim <o(S) = 0, где ш(§) =
8 -> -{-О

==_ sup II а— (д:')! (8>0) (см. д. 3, замечание к предл. 8, п. 7).
_хеК,х’еК

v

|| Jf - JT'llv <*

Учитывая равенство (2), получим

z' — Z= [ф' (х)]
1

(ф (х') — Ф (х)) =

= (х'-х) + [Ф'(х)]-1 -||х'- x|v «7 (X'),

и потому

Ui-^KIxi-xJ + r^.Ja^lL-llx'-xK
<-4- + г (*)<*> (diam P)v--J- 2, ...

, V), (3)

где Г(л) = ||[Ф,(х)] I (норма матрицы [Ф' (х)] ’). При этом

использовано неравенство || х' — х|<[у-А. Но функция
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Г (Г (л) =|| [Ф' (л;)] ‘J, х £0) непрерывна (д. 3, следствие
предл. 9, п. 7) и потому (по теореме Вейершт^асса)
ограничена на замкнутом ограниченном множестве К (К—К^дК,
дК— граница множества К). Пусть т = тах Г (л:). Тогда r(x)-<-f

хеК

при всех х(<К.
Из неравенства (3) получаем следующее неравенство:

\z'i — Zi | < -у- + г® (diamP) v--|- (i= 1, 2, ... , v). (4)

При этом мы воспользовались тем, что х', х£Р, так что

Цл:' — diam Р й Ik-(л') |v со (.diam Р) (см. (2)), а

1 | ^-у (г = 1,2, ...
, v). Неравенство (4) означает, что

точка г' принадлежит (замкнутому) квадрату Р с центром
в точке г и со стороной длины h( 1 -}- v-f -® (diam Р)). Но
z' — это произвольная точка, принадлежащая образу квадрата
Р при отображении [й?-Ф]-1оФ. Значит,

([с?-Ф]-,оФ)[Р]СР.
Поэтому

^ ((№*Г'о*) [Р]) < V (1 + 7 V® (diam P))v=
= !\Р (1 -j— -у vd> (diam P))v. (5)

Применяя к линейному отображению [Ф' С*)]-1 теорему
2 (4.1), видим, что левая часть последнего неравенства равна

| det [^Ф]"11 рФ [Р] = | det [Ф' (*) ]_11 у. Ф [Р] =(/£) )-1 р Ф [Р],
каков бы ни был квадрат Р(РаК).

Итак, первая наша цель достигнута: мы оценили сверху
меру образа произвольного квадрата Р, содержащегося в

множестве К:

Iх,® [Р] ^ JС*) (l + Т Vvo)(diamP))”рчР <

< М(Р) (1 + ч v® (diam Р)У |itP, (6)

где х — центр квадрата Р, f = max || [Ф'(я)]-11|, lim® (о)= 0,
хъК S-+0

а М (£)= sup J(х) (EC.G).
хеЕ

Следующая наша цель такова: оценить сверху меру образа
любого открытого множества D(DC.K) при отображении Ф.

Пусть D— открытое множество, DdK. Как известно,

существует последовательность полуоткрытых квадратов {P,}^Llr

такая, что D= U Ps. Ps’^Ps" — ^ (s'Ф s") (теорема 2(1.1)).
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Заметим теперь, что в силу взаимной однозначности

отображения Ф

®[/V]^®[/V]=A (s'^s").
Поэтому, учитывая оценку (6), получим

[о)=Ц(]ф [ял)=2 № <
\5=i / 5=1

оо

< 2 М (Р,) (1 + т V® (diam Ps)? p,Ps. (7)
5=1

Используя неравенство (7), получим

}\ф [°] < М(D) (l + Т V(0 (diam D)Y J] vvPs =
5=1

=M (D) (1 -J- T vtD (diam D)Y (8)

При этом мы воспользовались тем очевидным обстоятельством,
что to (diam ^5) ^ u>(diam D) при всех s£N.

Теперь мы будем оценивать [\Ф [Р] снизу. Для этого

обратимся к отображению ЧР^Ф-1, которое задано на

множестве Ф[0]. Это множество открыто, а отображение ЧГ

гладко (д. 3, следствие теоремы 6, предл. 9, п. 7). Кроме того,
*Р' (Ф(х))= [Ф'(а:)]-1 при всяком x£G.

Множество /С=Ф [К\ открыто; оно также и ограничено,

так как_АГсФ [/С], а образ ограниченного и замкнутого
множества К {К Сб) при непрерывном отображении Ф — снова

ограниченное и замкнутое множество (следствие теоремы

2 (д. 3)). Ясно, что /СсФ [/С] СФ [G]. Итак, К—открытое
ограниченное множество, содержащееся в Ф [G] вместе со

своей границей.
Оценка (8) (с соответствующими изменениями в

обозначениях) применима к отображению ЧГ, множеству К и к любому

открытому множеству D, содержащемуся в К. Точнее,

1^ [S]<sup|det«r'(y)|(l + т v®(diamD))’|iv/5, (9)
У 6 D

каково бы ни было открытое множество D. Здесь

7 = max J [Ч1"' (у)]-11,
у еК

а & —некоторая неубывающая неотрицательная функция,
заданная на промежутке (0, + °о) и такая, что

lim ш (8) = 0.
5^+0
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Пусть теперь Я
— какой-нибудь прямоугольник, содержащийся

о

в множестве К. Рассмотрим открытый прямоугольник Р (см.

гл. I, п. 2.5) и применим неравенство (9) к множеству D=® [Р].
(Это множество открыто (следствие теоремы 6 (д. 3)) и,

очевидно, содержится в К.) При этом нужно учесть, что

Ф [D] =¥ [Ф [Р]] =Ф-1 [Ф [Я]] — Р

я если y£D, то ^(j^GP и потому

| det W(y) | = | det (Ф-1/ (у) | = | det (Ф' (ЧГ (y)))-* | =

= | det Ф' (W (y)) |-i < (m (Я))-1 = (m (P))~\ (10)
О

где m(£)= infJ(x) (EczG) (m(P)-m(P) из-за непрерыв-
xe E

ности функции J).

Поскольку неравенство (10) справедливо при любом у
то

sup|det4r,(y)K(^(P))~1-
yeD

Из неравенства (9) теперь получаем

рР < (т (Р))-1 (1 +7 v® (diam® [Р]))\® [Р],
ИЛИ

V®H >да(Р)(1+TvS(diam® [P]))~>VP.
о

Остается вспомнить, что [ау(Р\Р) = 0. Значит, по замечанию

к теореме 1(4.1), цуФ [Р\Р] = 0 и nv® [Р] = (av® [Р]. Итак,

II,® [Р] > т (Р) (1 + ® (diam Ф [Р] ))~' (х Р, (11)

каков бы ни был прямоугольник Р, содержащийся в

множестве К.

Неравенства (6) и (11) можно объединить, записав их

в следующей форме:

w(P)lxvP<XP<iw(P)!ivP, (12)

каков бы ни был прямоугольник Р, содержащийся в К■ Здесь

т (Р) — т (Р) (l -j-f va> (diam® [Р]))~\
^

М(Р) = М(Р) (l -j-7vw(diamP))v.
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Ясно, что множитель при т(Р) не больше единицы, а

множитель при М (Р) не меньше единицы, так что

т (Р) < т (Р), ЛГ (Р) <Ж (Р),

т(Р)<У(х)<Ж(Р) (14)

при любом и х(*Р.

Значит, функции т и М, заданные на системе 'ЗД,
обладают свойствами б) и в), перечисленными в замечании к

теореме 2(6.11) (при р= /). Проверим, что они обладают также

свойством а).
Используем формулировку этого свойства на языке

последовательностей (см. п. 6.3). Введем следующие обозначения:

Z (Р) = (1 —{- 7 v со (diam Р))\

l(P) = (1 + 7 v“ (diam Ф [P]))v

так что m(P)=l(P)m(P),M(P)=L(P)M(P) {Р^к) (см. (13)).
Пусть {Р5}“=, —какая-нибудь последовательность

прямоугольников Ps € °рк (sGN), такая, что lim (diamPs) = 0.
S-у оо

Тогда lim [М (Ps)- m(Ps)) = lim L (Ps) [M (Ps)-m (Ps)] +
S-у oo

~

S-у оо

-j-limtti(Ps) \L(Ps) — /(Ps)]. Теперь остается заметить, что
S-у оо

limZ. (Ps) = lim (l -j- -p w (diam Ps))v= 1, lim l(Ps) = lim (1 -f-
S-у oo S-у oo S~> oo S —у oo

+ ? v w(diamФ [Ps] ))-”= 1, так как lim (diam® [Ps]) = 0 в силу
S-уоо

равномерной непрерывности отображения Ф на множестве К;
lim[Af(Ps) — m(Ps)]=0 в силу равномерной непрерывности
S-у оо

функции J на множестве К, а последовательность {/я(Р5)}“=1
ограничена (например, числом М (К)).

Значит, lim [М (Ps) — m(Ps)]=0, и условие а) выполнено.
S-у оо

Итак, функции т. и М, заданные на ‘ЭД, обладают
свойствами а), б), в), перечисленными в замечании к теореме
2(6.11). Поэтому функция Х^— сужение функции X на систему

^Ра: — в любой точке х£К имеет плотность, равную J(x) =
= | det ФЛ (л:)!. Но тогда функция X тоже имеет в любой точке

х£К ту же плотность J(x). Действительно, пусть е

—произвольное положительное число, а х£К. Тогда найдется такое

ЧИСЛО V] > 0, что

КХуР-У^РКе^Р,
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каков бы ни был прямоугольник Р, такой, что PG^Je, -^GP*
и diamP <;•/]. Множество К открыто, и потому найдется такое
число > 0, что шар радиуса 8* с центром в точке х

целиком содержится _в К. Пусть 8 = min(v), Ьх). Если PG°Po» х£Р,
и diamP^o, то Р содержится в упомянутом шаре и тем более
в К, так что Х|кр=\р- кроме того, diamP-C^j и потому

| lP—J(x) цР^е^Р,

каков бы ни был прямоугольник Р, принадлежащий системе

фл и такой, что

diamP^8, х £Р.

Значит, плотность функции X в любой точке х^К существует
и равна У(л). Но ведь каждая точка x£G может быть
заключена в открытое ограниченное множество К, содержащееся
в С со своей границей. Значит, плотность функции X равна
J (х) при всех x(«G.

Теорема доказана.

Следствие. Пусть Ф — гладкое взаимнооднозначное

отображение открытого множества G пространства R1 в

пространство R‘, detФ'(я) =^=0 при всех x£G. Если Е —
измеримое множество, EaG, то и множество Ф [£] измеримо и

,i®[£]=J|det®'|tf|\
Е

(| det Ф' | означает функцию, заданную на G следующим
образом: | det Ф' | (л:) = | det ФЛ (л:) | (x(*G)).

Доказательство. Измеримость множества Ф [£] была
доказана в теореме 1(4.1).

Пусть {PS}J°=1 — последовательность попарно не

пересекающихся полуоткрытых квадратов, PSC.G (s = l, 2,...), такая,

что = G (теорема 2(1.1)). Тогда [\Ф [£] = у\ [\® \Е гл PJ.
*“1 s=l

О

Ясно, что [av® [Е гл Ps\ = ^Ф [Е r\ PJ (s=l, 2,...), так как

P,(Ps\Ps) = 0, 1х,Ф [Р5\Д] =0' (s=l, 2,...) (см. замечание

к теореме 1 (4.1)).
О /

Но множество Ps открыто, содержится в G вместе со своим

замыканием и ограничено. Поэтому непрерывная функция
о

|det®'| суммируема на Ps (s = l, 2,...). Значит, по замечанию

к теореме 1,



Наконец, ввиду неотрицательности подынтегральной функции,
получаем

1\ф[£]=Х J |det®'j</{\ = [ | detФ'|= J| detФ'|
5= 1 E^P оо E

Следствие доказано.

6.5. Пусть G и Ф обозначают то же, что и в последнем

следствии, и пусть на множестве Ф [G] задана суммируемая

функция /. С ней естественным образом можно связать

функцию /°Ф, заданную на множестве G. Оказывается, что

произведение этой функции на функцию | detФ' |. суммируемо на

множестве G и

j (/o®)-|det®' |фч= \ fdpr
а ф [01

Это — так называемая „формула замены переменных". Иногда
интеграл, стоящий слева, легче вычислить, чем интеграл
справа,— или потому, что функция (/оФ)-|det®'| проще устроена,
чем /, или потому, что к множеству G легче применить
теорему Фубини, чем к ® [G] (см. ниже примеры).

Теорема 4(6.11). Пусть О—Ъткрытое множество в

пространстве R\ Ф— взаимнооднозначное гладкое отображение
множества G в пространство R\ det Ф' (х)=^0 при всех x(*G.

Пусть Е — измеримое по Лебегу множество, Е с G, f—

функция, заданная на множестве Ф [Е]. Если верно одно из
включений

/6£(Ф[£], t\), (/°®)-|det®'ie£(£, Ъ)>
то верно и другое, и

j fdp, = j(/°®) • | det Ф' |
Ф [Е] Е

Доказательство. Сначала отметим, что если функция/
измерима на множестве Ф [£], то функция /оФ измерима на

множестве Е. В самом деле, пусть А — какой-нибудь
промежуток. Тогда

{х£Е: (/оФ) (х) 6 Д} = Ф [{х 6®[Е\: f(x) g Д)].
Множество {*6Ф [£] if{x) £Д} измеримо, так как

/—измеримая функция (см. п. ЗЛ гл. I, определение 1), а множество

ЧГ [{л£Ф[Я] :/(л)£Д}] измеримо в силу следствия к теореме
3, которое нужно применить к отображению ЧГ (напомним, что

Пусть функция / неотрицательна. Пусть т — какое-нибудь
разбиение множества Ф^]. Ему соответствует разбиение хх =

= {Ф-1 (е)} (е £ х) множества Е. При этом

^M(f, е)^е=%М(/оФ, е')§|det®'|rffV (15)
еех e'ext е'
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Если /£/,(Ф[/Г], j\), a х£Г(/, Ф [£■]), то первая, а потому

и вторая суммы в последнем равенстве конечны. Но ведь

Щ/оФ, e0j|det®,|rf^>j(/o®)-ldet®,jrf|», (e'G^),
er е'

так что

2 {(/°Ф) I detФ' |= j (/оФ) I detФ' | < + со

и (/o®).|det®'|6^(^ К)-,
Разбиение т можно выбрать так, чтобы соответствующая

сумма Дарбу в (15) не превышала j /ф(-)-е, где е — любое на-

Ф [£].

перед заданное положительное число. Поэтому

J(/o®)|det®'|^v< j/tftv (16)
Е £[Ф] .

Если f£L (Ф [£], jxv), то неравенство (16) справедливо
тривиальным образом.

Рассмотрим теперь функцию Л= (/°Ф)| det®' |. Ясно, что

ЛоV = (/с ФоW) (I det Ф' I oW) =/. ,
W [Ф [Е]} = Е.

Воспользуемся неравенством (16), где / следует заменить
на /,, отображение ®—на отображение '®\ а множество Е —

на множество ®[£]. Тогда получим

J (/xo^ldet^l^X j Ms,
Ф [£] W [Ф [Е]]

т. е.

j/rf|iv< J(/o®)|det®M (17)
Ф [Я] Е

Если (/о®) • | det®' | (*L (Е, p.v), то правая часть в (17) конечна

и /6ДФ[£]> f\)- Из (16) и (17) вытекает, что

f М\ = I (/°Ф) I det ®'| (18)
ф'[£] Е

какова бы ни была неотрицательная функция /, измеримая на

множестве Ф [Е]. Если функция / измерима на множестве Ф [£]
и принимает значения разных знаков, то равенство (18) нужно
применить к функциям /+ и /“. Тогда из суммируемости функ¬
ции / на множестве Ф [Z?] будет следовать конечность

интегралов j* f+d\Lч, J f~d\iw и интегралов J (/+°®) | det ®' | dp,lt
Ф [£] Ф [Я] Е

| (/_о®) | det Ф' | Остается заметить, что

(/оФ) | det Ф' | = (/+оФ) • | det Ф' | — (/"оФ) • | det Ф' |,
так что '(/°Ф): I det Ф'16 £'(£,. Ъ) и справедливо равенство (18).
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Столь же просто доказывается, что из включения (/°Ф) X
X [det®'| GZ. (£, ]iv) следует включение /££(Ф[£], 1\) и

равенство (18).
Доказательство закончено.

6.6. Рассмотрим теперь несколько примеров.

Пример 1. Пусть / G L (Е, ц,), Е С /?v; и пусть х0 £ /?v и

пусть f*0(x)=f(x— x0) (х££+ х0)S Тогда /*„■($ L (£-f х0, ц;)

E-\-Xq Е

В частности, если E= R\ то \fxd^ =
rv

°

rv

Это сразу следует из теоремы о замене переменных; нужно

в качестве отображения Ф рассмотреть сдвиг на вектор

л:0: Ф (л:) —х+ л:0 (x(*R') и учесть, что det®'(.*) = l (x^R'1).
Пример 2. Пусть ср — функция, заданная в промежутке

(а, Р), имеющая во всех его точках производную <р' (лс) =f= О,
причем функция ср' непрерывна на (а, р). Ясно, что в этом

случае <р— строго монотонная функция. Пусть /—функция,
суммируемая по Лебегу в промежутке Д с концами lim <р (х),

lim f(x). Тогда функция (/°<р)-<р' суммируема в промежутке
х-+р—10

(а, р) и

§f(x)dx=\f(9(t))\9'(t)\dt
А а

(по поводу обозначений см. гл. II, п. 1.5).
Это равенство хорошо знакомо читателю-второкурснику: он

познакомился с ним, еще будучи студентом первого курса,
правда^ в предположении непрерывности функции / в

промежутке Д, конечности промежутка [a, р] и непрерывности
функции <р' на [а, Р].
Пример 3. Читатель уже знаком с Г-функцией (пример

2 в конце п. 3.10). Сейчас мы докажем следующий факт:

Г(а)Г(6)^+Г г”-1 .

T(a + b) J (z + l)aJ'-b

каковы бы ни были положительные числа а и Ь.

Доказательство. Рассмотрим функцию Fa:Fa(x) =
— e~xxa~l (х (« (0, -f- оо), а > 0) и применим формулу примера
2, полагая a= 0, р = +°°, = 0, z> 0: Тогда по¬

лучим

* Е + х0— {y^R* --у = х + х0, х£Е).
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-f оо

Г (a)= f Fa(x)dx= ] Fa(<t(1)W(t)dt=
0 0

+ 00 00

= 2 j e~zi(zt)a~xdt=za f e~ztta~xdt {a>0).
0 0

+ 00

Значит, ^--= J e~ztta~xdt при всех положительных z и a,

и потому

(a_ 4>0).

Рассмотрим функцию Ф, заданную на множестве (0, -f- °о) X
X (0, -J- оо)czR2 следующим образом:

Ф(*. z)=e-{z+l)tta+b-1za~1 '((*, 2)6(0, +00) х (0, +00)).
Это— положительная и непрерывная, а потому и измеримая
функция. Значит (следствие 2 к теореме 3(5.11)),

-J- во ”4-оо

Я Ф^= j j e-i[z+X)ta+b-lza-ldt dz—
(0, -f с»)x(о, +oo; о о

+ ~

T(a + b) а-1

I (1 + z)a+b
Z dz;

di¬ll Ф^ =Т[Тe-t{z+l)f+b-lza-'dz
(О,+00) x (0,+00) о о

= J J e~tzza-ldz e~‘ta+b~ldt— f e'H^-'dt =
0 0 ^

+ 00

= Г (a) J e-^h-'dt^T (a) T(b).

Итак +f _j!l_rf2=W)
’ J (1 +z)a+* r(a + &)

'

(a + b)

Мы уже умеем вычислять значения' функции Г в

положительных целых точках. Формула приведения (см. п. 3.10)
позволяет выразить значения Г (—у—) (ft=l> 2,...) через Г /уУ

R гямгш лрлр \ / \ >В самом деле,

г(^)=г(22-, + 1) = ?2->г(2_г-.)
2/г — 1

г
/2п — 3

| i\_ (2л—1)(2п —3) ... 3 -р / 1 , 1

[ 2 Т
•••“'

2я-1 \2
_(2яг-1)(2я-3).....3-1Г1/П_(2л-1)!!т,/1 \
—

2п \2)~ 2п \2/
’
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Ниже (в примере 5) мы докажем, что Г ^-| = ]/7г, так что

окончательно

г(?2+-‘)=К»!^ (и= 1, 2,...).

Используя этот результат, можно дать следующую формулу
для v-мерной меры Лебега v-мерного шара радиуса г (см. § 5):

Предоставляем читателю вывести эту формулу из формул (12)
и (16) предыдущего параграфа.

Теперь мы можем написать

P2m(D2m(0, r)) = r™-1
r.m ntnrгт

Г (от + 1) от!

/ —1 /Л vN

,_1(В2т"1(0, r)) = r2m~1-
п

1

*-т

г [т +

(»= 1,2,...).
. (2т— 1)!!

Пример 4. Пусть Ф— отображение открытого
прямоугольника G= (0, +°о)Х(-и) в множество R2, заданное

следующим образом: Ф(г, <р)= (гcos<р, rsincp) ((г, cp)£G).
Легко видеть, что Ф— гладкое взаимнооднозначное

отображение,

Ф[0]=/?*\{(л, у)6Я*:*<0, у = 0}.
Иными словами, Ф— взаимнооднозначно и гладко отображает
прямоугольник О на плоскость R2, из которой удалена
вещественная отрицательная полуось, или, как принято говорить,
на плоскость, „разрезанную" вдоль отрицательной
вещественной полуоси. Если (л:, у)6ф[0], а Ф-1 ((л, y)) = (r, ср), то числа

г и <р называют полярными координатами точки (х, у); их

геометрический смысл хорошо известен. Подсчитаем якобиан

отображения Ф
cos <р, sin ^

— г sin ср, г cos ср

Как видим, det®'(г, ер) > 0 при всех (г, cp)£G.
Пусть теперь Е— измеримое (по Лебегу) подмножество

множества R2. Рассмотрим пересечение i:^®[G]; очевидно,

р2Е — р2(Е г~^Ф [О]). Пусть Е= Ф-1 [£^®[G]].
Пользуясь следствием теоремы 3, получим

=ji2 Ф [Я] = J det Ф'с1\>.2 — IJ rdrdf. (19)

det®'(г, ср): = г.



Таким образом, полярные координаты (точнее,
отображение Ф) можно использовать для вычисления лебеговой меры
любого измеримого множества Е, хотя бы и не содержащегося
целиком в Ф[0].

Пусть, например, нам нужно вычислить меру множества

Е=[(х, y)£R2: {хг-\-у2)2<С.а2(х2—Уъ)}. Множество Е

измеримо, так как его можно представить в виде/-1 [(0, +°°)], где

/—непрерывная, а потому и измеримая функция, заданная
в R2 равенством f(x, у) —а? (х2— у2)— (х2-\-у2)2 ((.*;, ,у) £/?2).
Пусть

Е+= Егл{(х, у)£#2:х>0),
Е_=Е гл{(х, y)£R2:x^ 0}.

Легко видеть, что Е= Е+^Е.. и что оба множества Е+
и Д_ измеримы (как пересечение измеримых мнржеств). Более

того, p2E+
—

pzE.. В самом деле, очевидно, Е_= О[Е+\, где U—

ортогональное отображение (отражение в оси ординат),
задаваемое равенством (J(x, у) = (—х, у) ((х, у)6#2)- Поэтому
ввиду инвариантности меры Лебега относительно движений

(см. § 4 гл. I) {A2^-= fJ'2Е+ и РъЕ= 2у.гЕ+. Найдем теперь
множество Е= Ф-1 [f+]. Заметим для этого, что Ф-1 [/ [(0, + со)]] =
= (/» ФГ1 [(0, + оо)], так что

E—{(r, <p)6G:rcoscp>0, a2(r2cos2cp— /-2sin2cp) —

— (г2 cos2 9 + г2 sin2 <р)2 > 0) = {(г, 9) £ О : г cos <р > 0,

г2 (a2 cos 2<р — г2) > 0} = {(г, <р) £ О : cos ср > 0} ^

^ Кг> <р) : г2 < a2cos2ср).

Воспользуемся формулой (19); для вычисления двойного

интеграла применим теорему Фубини (vx = v2= 1, ч = 2). Найдем
проекцию множества на ось ординат:

PrI1£={cpg(— тс, .тс): 9Е Ф Л} = |<р£^ — у, yj : существует

число г>0 и такое, что г2 < a2cos2cpj =

={»e(-f. т)!“»2»>о}=(-т.т)--
Найдем сечение множества Е:

^={г€(0, +~):(r,cp)6£}=(0, aV^Z?) (?б(-т>т))-
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Наконец, находим

\i-2E = 2fi2^+ = 2IJ rdrdy
Е

% %

4 aVcos2<p 4

= 2 J J rdr d<? = 2 j*

:2 ^
Prn£

J rdr\dy-
PE J

Ф cos 2<<> , „ Sin2<p
2— dy = a •

2 —d1.

4 4

Может возникнуть такой вопрос: а нельзя ли было

воспользоваться теоремой Фубини сразу же, не применяя замены

переменных? Дело в том, что непосредственное нахождение
проекции и сечений множества Е+— задача более трудная, чем

нахождение проекции и сечений его „изображения" Е в

полярных координатах.
Решая эту задачу, мы совершенно не интересовались тем,

как выглядит множество Е, — нам это было не нужно. Конечно,
вычисляя меру какого-нибудь множества, приятно наглядно

представить себе его; пользуясь теми же полярными
координатами, читатель легко сделает соответствующий эскиз.

При известном навыке в не очень сложных случаях такой
эскиз может быть даже полезен: глядя на него, можно сразу

же выписать проекцию и сечения множества Е без подробных
и формальных рассуждений, подобных только что

проведенным. .

j
.

Пример 5. Вычислим теперь Г(—:
-Ь оо 1

'(4-М е~хх dx.

Применим результат примера 2 и положим a = 0, Р = -Ь

<s(t) = f‘ (££(а, Р)), f(x) = e~xx
2
(л>0). Тогда получим

+ 00 + 0°

—р
dt.Г(~Н“ I<"‘,~гМЛ=2 f

о о

Рассмотрим теперь заданную в R2 функцию F: F (х, у) =

= е~(хЧуг) ((х, у) 6 R2). Так как функция F положительна и

непрерывна (а стало быть, измерима по Лебегу на

множестве R2), то, по теореме Тонелли (следствие 2 теоремы 3(5.11)),



'
+ оо

'+ °°

Воспользуемся теперь для вычисления того же двойного
интеграла теоремой о замене переменных и тем же

отображением Ф, что в примере 4, т. е., говоря попросту, полярными
координатами. Получим

JJ Fd\x,= j J (Fo®)det<t>'^2=
(О, + °о)Ч (0, + 00) ф-1[(0, +оо)х(0,+оо)]

= JJ e~r2rdrd<f.
(О, +«)х(о, -|-)

Полученный двойной интеграл подсчитаем, снова пользуясь
теоремой Тонелли:

2 г + °

j*J е r*rdrdy = j* j* е
r'
rdr

(О, + со ) X (о, +-|-)
О L О

+ оо

= j е r*rdr = ~£- lim T'rdr.
о ”o

Последнее равенство написано на основании следствия 1

теоремы 3(2.11). Интеграл, стоящий под знаком предела, легко

вычислить, пользуясь формулой Лейбница—Ньютона. Получим

( е T'dr — lim \ е r'rdr = lim
J oo J П-+ oo

0 0

Наконец, получим
, + oo ч 2

(je pdt\ = jj Fd\x2=-^, j e **dt =X
\ 0 * (0, + oo) x (0, -I- oo J 0

yv
TT“

ведь по теореме 2

+ °°

(2.II) j <e^dt^O] и Г Уя.

Попутно мы вычислили часто встречающийся в теории ве-
+ оо

роятностей интеграл Эйлера—Пуассона J е рdt—^-^-
о

Заметим, что первообразная подынтегральной функции в

интеграле Эйлера—Пуассона не является элементарной
функцией. Это обстоятельство затрудняет применение формулы
Лейбница—Ньютона. Использование полярных координат упро-
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щает подынтегральную функцию: вместо интеграла j е еdt
о

+ оо

приходится вычислять интеграл J ё~р tdt; теперь уже перво-
0

образную найти очень легко.
В примерах 3 и 5 мы вычисляли интегралы от

положительных функций. Введение бесконечного интеграла (гл. II, п. 3.10)
избавило нас от необходимости каждый раз заранее убеждаться
в суммируемости этих функций, а теорема Тонелли
(следствие 2 теоремы 3 (5.II)) позволяет не проверять законность

перестановки интегрирований при вычислении повторных
интегралов. Таким образом, усилия, затраченные в первых
параграфах этой главы на построение теории интеграла (в частности,
и бесконечного), окупаются при решении конкретных задач

„на вычисление".

Пример 6. Найти лебегову меру множества точек Е=

= {(■*, У)£1?--{х+УУ<ах2У, *>0, j>>0}\
Измеримость этого множества проверяется так же, как в

примёре 4. Непосредственное применение теоремы Фубини здесь

затруднительно: нелегко определить сечение множества Е.

Рассмотрим отображение Ф : Ф (г, ср) = (г cos2 <р, г sin2 ср) множества

О —(0, + оо) Х(0, в R3. Легко видеть, что отображение Ф

взаимнооднозначно и гладко отображает множество G на

прямоугольник (0, + °о) X (0, + оо). Вычислим якобиан
отображения Ф:

det Ф' (г, ср) =
cos2 9, sin2cp

— 2г cos ср sin ср, 2г sin ср cos ср
= 2r sin ср cos ср ((г, <p)£G).

По следствию теоремы 3 (6.II),

1ь2Е= JJ 2r sin <р cos ср drd<o.

V]

Множество Ф-1 [Е\ можно описать сл-едующим образом:

Е — Ф-1 [£■] = {(г, 9)GG:(rcos2<p + rsin2cp)+<ar2cos4 cprsin2cp} =

= Kr> ?) : г < acos4<p sin2 9}.

Легко найти проекцию множества Е на ось ординат и сече-

ния множества Е (мы применяем теорему Фубини (v1 = v2=l>
v = 2)):

^ ^

Ргп£ = (О, -J-) ; *£ = (0, a cos4 9 sin2 ср) £ (о, -pjj .
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Теперь можно вычислять двойной интеграл:

-a cos4? sin3cp

^=1 J 2rdr sin <p cos <?d<? —

6

= J a2 COS9 <P Sin5 cpflfcp: 210
•

;

Пример 7. Найдем координаты центра тяжести части

эллипсоида, расположенной в первом октанте. Как известно из

механики, центр тяжести ограниченного множества V(VdRd)
есть точка

\
v v v )

(здесь х, у, z — функции, заданные на множестве R3
следующим образом:

х(хи х2, x3) = xL, у(хъ х2, х3) = х2, г(хи х3) = х3

((хи хг, х3)б R3)).
Интересующее нас множество таково:.

!/={(*„ *2, x3)GRz:^r + % + ^< 1, ^1 > 0, х2>0, х3>0),

где а, Ь, с — некоторые положительные числа.

Для вычисления тройных интегралов воспользуемся
эллиптическими координатами. Пусть О = (0, 1) х (о. -г) х (о, |),
Ф — отображение множества G на множество V

Ф(г. <Р) = (at-cos <р sin б, br sin <р sin 0, crcos6).
Ясно, что Ф—гладкое взаимнооднозначное отображение; det Ф'(г,
О, ср)= abcr2sin 0, как показывает несложное вычисление.

Теорема о замене переменных приводит к интегралам по

прямоугольнику G:

1*3V = Jlj* аЬсггsin §drdMy =

abc

2 2

J г2 J sin 0fi?0 J df Hr — —
abc

a
2 3

0 LO 0 J

^ xdp3 = J(лоФ) det®,rf{x3= cos <p sin Ъ abcr2sinbdrdbd<? =



j" ydp3
= jjj br sin <p sin0afor2sin bdrdbdy =

a

1 T

abzc J r3dr J sin fd<?^ sinW0
ab2c tz

4 4

.0 о 0

j* 2:^3 = jjj cr cos 0 a6cr2sin bdrdydb =
V о

% 1C

l T T~

= a&c2 J r3dr j* flfcp j sin 6 cos 0 d0
abc2 я

4 4
*

6 oo

Итак, центр тяжести части эллипсоида, расположенной в

первом октанте, находится в точке

р-(т“. т‘.т')-



Глава III

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА

§ 1. Несобственные интегралы

Конструкция, использованная в гл. II, приводит к

построению интеграла для функций весьма широкого класса. Однако
в некоторых случаях (в частности, при решении ряда задач
математической физики) представляется необходимым несколько

расширить понятие интеграла, пополнив область его задания

некоторыми несуммируемыми функциями. Разумеется, все

суммируемые функции будут интегрируемы и в этом новом

смысле, и новый, или, как мы будем говорить, несобственный*
интеграл для этих функций будет совпадать с обычным.

Наибольший интерес представляют несобственные интегралы
от функций одной переменной, на которых мы в дальнейшем
останавливаемся более подробно. Однако само определение
несобственного интеграла от функции одного переменного

(если давать единое определение, а не рассматривать
многочисленные частные случаи, которые потом неизбежно нужно
согласовывать между собой) ничуть не проще, чем

соответствующее определение для функций любого числа

переменных, что и побудило нас рассматривать сразу общий случай.
Ниже мы всегда считаем, даже когда это не оговорено, что

все рассматриваемые множества и функции измеримы.
1.1. Определение 1., Пусть некоторая «-алгебра

подмножеств множества Е и 01 — система измеримых
подмножеств (т. е. OlcSB^), удовлетворяющая условиям;

1) для любых множеств и А2 из системы существует
множество такое, что A3zdAi^A2;

* Термин „несобственный интеграл- употребляется в большинстве

руководств по интегральному исчислению. Мы обращаем внимание знакомого
с этими книгами читателя на возникающую разницу в терминологии.
Суммируемые функции, определенные в гл. II, могут быть неограниченными или

заданными на множестве бесконечной меры. Независимо от указанных
возможностей все интегралы от суммируемых функций рассматриваются нами
как „собственные".
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2) множество В = E\\J А имеет меру нуль;
.ДеЗД

3) существует счетная система множеств Ol'COl, такая, что

для всякого множества А (А 6 01) найдется множество А' 6 01',
содержащее А.

Систему 01 со свойствами 1)—3) будем называть

нормальной системой подмножеств множества Е.
Замечание. Нормальная система 01 подмножеств

множества Е содержит последовательность множеств {Л„}~=1 со

свойствами:

1) Л^ЛзС ...

2) для всякого множества Л£01 существует натуральное
число п, такое, что ЛсЛ„.

Таким образом, мы утверждаем, что счетную систему
множеств 01", существование которой постулировано в условии
3) определения 1, можно образовать с помощью возрастающей
последовательности множеств.

Доказательство. Пусть ср
— взаимнооднозначное

отображение множества N на множество 01'. Обозначим <р (п) через

Ап (п = 1, 2, ... ). Возьмем множества Л„(<01 так, что

Ах = Лх, Л2=)Л1^Л2, ...
, AnZ)Ап_^Ап, ...

Существование таких множеств Ап гарантируется условием 1)
определения 1. Легко видеть, что последовательность (Лл)Г=1 —

требуемая.
Определение 2. Возрастающую последовательность

множеств, удовлетворяющую условию 3) определения 1, будем
называть фундаментальной последовательностью системы 01.

Приведем примеры нормальных систем.
*

Пример 1. E = R11, 01 = 01 (со) — система всевозможных

замкнутых шаров.
**

Пример 2. E = R\ 01= 010(°°) — система всех замкнутых

шаров с центром в нуле.

Пример 3. E= R\ с — точка множества R\ 01= 01 (с) —

система дополнений ко всевозможным открытым шарам,
содержащим точку С. -

Пример 4. £= /?v, с — точка множества R\ 01 = 010(с) —
система дополнений ко всевозможным открытым шарам с

центром в точке с.

Пример 5. E= Rv, си с2, ...
, ст

— точки множества

01 = $(Cj, cz, ...
, ст) — система всевозможных множеств вида

А = Ахг\А%г\ ... глАт, где Лг601(сг-) (г = 1, 2,... , т).

.

* Мы везде предполагаем, что все рассматриваемые множества измеримы,
т. е. являются элементами некоторого о-кольца 9Л.

** Здесь и далее мы опускаем в обозначении системы значок „Vе,
указывающий на размерность пространства.
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Аналогично образуются системы *21 (с,, с2, ...
, ст, со),

Сit • • •
1 Ст) И 8Гв(с„ ^2, ... 5 £т, оо).

Пример 6. Если St — некоторая нормальная система

подмножеств множества Е и Ех— измеримое подмножество
множества Е, то всевозможные множества Аг\Ех (А £*21)
образуют нормальную систему подмножеств множества Ех. Эту
систему мы будем обозначать <21 г\ Ех.

Определение 3. Будем говорить, что система St

допустима для функции f, измеримой на множестве Е, если

St—нормальная система подмножеств множества Е и функция
/суммируема на каждом множестве A(A£S().

Замечание 1. Если функция / суммируема на

множестве Е, то, очевидно, любая нормальная система множеств

допустима для функции /.
Замечание 2. Для каждой почти везде конечной

измеримой функции /, определенной на множестве Е, существует
допустимая система подмножеств множества Е.

ОО

Доказательство. Пусть E—\J Вп, где
* |^я<+ °°

/2 = 1

(п= 1, 2, ... ) и BX(ZB2C....
Допустимую систему для функции / мы получим,

рассматривая, например, всевозможные множества

А = {х£Е: \f{x)\<a) глВп (0<а< + оо, п— 1, 2, ...).
Замечание доказано.

Замечание 3. Если для функции/ существует хоть одна

допустимая система, то функция / конечна почти везде на Е.
Если система “21 допустима для функции /, измеримой на

множестве Е, то можно попытаться определить интеграл от

функции / по множеству Е (на котором функция /, вообще
говоря, не суммируема) как предел интегралов J fdp (A £ “21)

А

при „возрастании" А.

Определение 4. Пусть ср — произвольная функция
множества, определенная на некоторой нормальной системе

множеств ‘ЭД. Конечное число J называется пределом функции ср
по системе $1 (запись: У= lim ср (Л)), если для всякого числа

е > 0 существует множество Ле^ЭД, такое, что для любого

множества А (Л £ *21), содержащего Л£, выполняется неравенство

1 ср (А) — У | < s.

Читатель легко заметит аналогию понятия предела функции ф
по системе ЭД с хорошо известным понятием предела числовой

последовательности (роль номера п играют теперь множества

Л£$1, неравенству п > N£ соответствует включение Л D Ле).

* Если \ъЕ < °°, то можно взять Вп = Е (/2 = 1, 2, ... ).
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Внося обычные изменения в определение 4, мы получим
определение бесконечного предела.

Нас будут интересовать лишь функции множества <р,

заданные следующим образом:

? (А €01),
л

где /—функция, измеримая на множестве Е, 01 — допустимая
система для функции / и А 6 01.

Определение 5. Пусть 01 — допустимая система для

функции /, измеримой на множестве Е. Несобственным

интегралом от функции / по множеству Е относительно

системы 01 называется (конечный или нет) предел lim ^fdp, кото-

21 х

рый мы обозначаем J fdр..
(£, 21)

Если lim f fdp существует и конечен, то говорят, что несоб-

21 i
ственный интеграл J fdp сходится, а в противном случае—

{Е, 21)

расходится. Термин „несобственный" мы для краткости будем
часто опускать.

Замечание 1. Пусть система 01 состоит из всех

множеств системы 01, содержащих некоторое множество Л0 (Л0£01).
Тогда, как мы сразу видим из определения предела, интегралы

J fdp и | fdp существуют или нет одновременно и если

Се, of) (£- ЭД

существуют, то равны.

Систему 01 будем называть подобной системе 01.

Примеры несобственных интегралов.
1) E— R1, 01= 010(оо), /—нечетная измеримая

ограниченная функция. Тогда
а

f fdp= lim f fdpx = lim 0 = 0.

(*•.%<-)) 9le(“)

2) Е=Яг, 01 = 01 (со), f:f(x) = sin x (x£Rr). В этом слу-
ь

чае lim f sin xdx *
не существует.

3) E— Rl, 01 — система промежутков вида

[—1ш, (2я+1)я] (« = 1, 2, ...),/:f{x) = sinх {x^R1).

* По поводу обозначений интеграла см. гл. II, п. 1.5.
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Очевидно,
(2л+ 1) it

f sin xdx = lim С sin xdx = 2.
J Л7 -* ©O J

(Я», ЭД
л

-2*л

4)
£=1-1, +1], ?I=2I(0)^[-1, + 1],/:/«=4 <*6ff‘\{0}).

Тогда

J 4=»rf]4 + ]>
(e, *21)

= lim 0 = 0.
4

— 1 h

Замечание 2. Если E a R1, 'SI = ‘2l(oo)^f, то, очевидно,

существование интеграла j fdp равносильно существованию

(*■ '20

предела lim Г fdp.
а—— со

.

J
„

bZ + Z [в. Ь\~Е

Читатель легко убедится в том, что аналогичное

утверждение справедливо в случае, когда вместо системы *21(00) бе¬

рутся системы 2l0(^i» • • •
> ck> 00) или %>(Си • ••

, cnJ 00).
Несобственный интеграл по лебеговой мере* J f(x) dx

(<а, Ь>, <$\ (сх, ст, b>)
ь

мы будем обозначать через Jf(x)dx. В случае, когда /-сум-
а

мируемая функция, это не повлечет за собой противоречия
(см. теорему 4).

Тот факт, что промежуток <а, Ь> может как содержать,
так и не содержать точки а или Ь, не отражается на суще-

Ъ

ствовании и величине Jf(x)dx (так как одноточечные множе-

а

ства {а) и {Ь) имеют меру нуль), так что и в этом отношении

введенное обозначение не может привести к недоразумениям.
Несобственные интегралы (по лебеговой мере) J f(x)dx

(<а, b>, ..., ст, 6>)

называются интегралами в смысле главного значения по Коши
ь

и обозначаются v. p. ^f (x)dx.**
а

В обозначении j f(x)dx I v.p. J/С*) dx I не содержится
a tt \ a J

* Символом <a> b> мы обозначаем промежуток с концами а и b

(безразлично, какой именно: замкнутый, открытый или полуоткрытый).
**

v. р. суть начальные буквы слов valeur principale — главное значение

(франц.).
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указании на то, какие точки съ с.2, участвуют
в образовании системы 01(с1; ...,ст, оо) (соответственно,
*2Хо (^1. •

••> ст> °°))- Ниже мы покажем (см. следствие 2 к

теореме 5), что можно брать любые точки при условии, что

получающаяся система будет допустимой для функции /.
Приведем необходимое и достаточное условие сходимости

несобственного интеграла.

Теорема 1(1.III). (Критерий сходимости
несобственного интеграла.) Пусть 01—допустимая система для

функции /, измеримой на множестве Е. Для сходимости

несобственного интеграла J fdp необходимо и достаточно,

(е, 21)
чтобы для всякого числа s>0 существовало множество

Д=€01, такое, что для любых множеств А, А' £01,
содержащих Bt, выполнялось неравенство

j fdI1
— j№

A A'

o.

Доказательство. Установим сначала, что условие
теоремы необходимо. В самом деле, для всякого числа s > 0

найдется, по определению 4, множество Лг€01, такое, что

Г fdu. — Г fdp
А (е, 21)
А'эЛ. (Л, А' €01

< при Л Z) А, (Л €01). Тогда при ЛэЛ=,2

имеем

^fdp— \fdp < j fdp— fdp
A A' A (E} 21)

ffdp— f fdp <e.
A' (E, 21)

Докажем теперь достаточность. Пусть {Л„}“=1
—фундаментальная последовательность множеств для системы 01. Из

условия теоремы следует, что числа хп— J fdp образуют сходя-

п

щуюся в себе последовательность, которая, следовательно,

имеет конечный предел У. Убедимся, что-У = lim Jfdp. В самом

^ А

деле, для любого числа г > 0 найдется натуральное число я=,
такое, что \х„г — У|<>. Кроме того, мы можем (в силу

фундаментальности последовательности {Л„}”=1) выбрать число п,

так, чтобы Ап.1ЭВе. Тогда при Л €01 и Ad As = А„г имеем

У ~ j fdp < У — j fdp + J fdp — j* fdp
A A. A, A

< e-{-s = 2e.

Теорема доказана.
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1.2. В этом пункте будут рассмотрены основные свойства
несобственных интегралов.

Теорема 2(1.111). Пусть функции f и g измеримы, на

множестве Е и h
— af-\-$g (а, р— конечные числа). Если

интегралы Г fdp—Jx и | gdp = У, сходятся, то интеграл

(е, 51) (£, 51)

J hd\>. также сходится и

(е, 51)

J hdp — a f fdp -j- 3 j gdp.
(e, 51) (я, 51) (e, 51)

Доказательство. Так как J hdp = a j* fdp + P J gdp, to

AAA

интеграл J hdp конечен для любого множества А (А £*21),
А

и поэтому система “21 допустима для функции h.

Для произвольного числа е > 0 найдутся множества Ai11,
А^2)£21, такие, что

<е при A Z) Ai'1 (А £21) и| fdp — J1
А

J* gdp — J. <s при АэА<2) (А £21).

Зафиксировав множества As, AE£“2l, Ае D Al!) U Ai2), мы

при условии A Z) As (А £ 21) получим

|М^-(аЛ+ РЛ) <М jfdp — Л +|Р| \gdp-J2 <
А

<(l«l + IPI)e.
Это и означает, что существует lim [ hdp= aJ1-\-^J2.

51 J
Следствие. Пусть h=f-\-g. Тогда из сходимости двух

из трех интегралов ^fdp, | gdp, (' hdp следует сходи-

(е, 51) (е, 51) (£-^51)
мость третьего и равенство

j hdp = j fdp + j gdp.
(e, 51) (я, 51) (e, 51)

Замечание 1. По индукции теорема распространяется на

любое число слагаемых.

Замечание 2. Существование интеграла Г hdp и ра-

(е, 51)
венство Г hdp — а/х -f- РЛ можно доказать, предполагая

(е. 51)
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лишь, что интегралы У^ и У2 существуют и хоть один из них

(но не обязательно оба) сходится.

Остановимся еще на одной простой, но полезной теореме.
Теорема 3(1.Ш). (О замене переменной в несобственном

интеграле.) Пусть Оъ 02— открытые подмножества

пространства R', Ф — гладкое взаимнооднозначное
отображение множества Ох на множество 02, удовлетворяющее
условию det®'(х)^=0 (x^G^. Пусть, далее, Olj, “212—
нормальные системы измеримых по Лебегу подмножеств
множеств Gt и 02 соответственно, причем 012={Ф[Л]
и пусть /— функция, измеримая (по Лебегу) на

множестве G2. Тогда интегралы j\ fdp^, j (/°Ф) • | det Ф'| d[j.v
(о,Г %) (о,. *i)

существуют или нет одновременно и если существуют, то

равны.

Доказательство немедленно следует из равенства

J/4s=J(/o®)|det®'|4>,
Ф [Л1 А

(см. теорему 4(6.11)).
+ оо

Замечание. В частности, для интеграла J f(x)dx и

а

строго монотонной непрерывно-дифференцируемой функции Ф,
определенной на множестве Е—(р, а) и такой, что lim Ф (t)=a,

/->/7+0

ПтФ(^) = +оо, справедливо равенство
t-+q—0

J f{x)dx= if{®{t))\V{t)\dt.
а р

На примерах мы уже видели, что несобственный интеграл
может существовать и у функций, не имеющих интеграла

/ -1-1 + оо

в обычном смысле /например, v,p. J v.p. J sinxdx

-i

и т. д. (см. гл. II, п. 2.5)J .

Вместе с тем из теоремы, которую мы сейчас докажем,

следует, что для функции /, имеющей интеграл f fdp, ника-

£

кого „исправления" при переходе к несобственному интегралу
не происходит, и последний оказывается всегда равным j fdp.

'

Е

Теорема 4(1.111). (Перманентность несобственного

интеграла.) Пусть функция f имеет интеграл на множестве Е
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и 21— произвольная допустимая для функции / система

подмножеств множества Е. Тогда J fdp существует и

(еЛI)

равен J fdp.
Е

Замечание. В частности, несобственный интеграл от

неотрицательной измеримой функции всегда существует и сходится

тогда и только тогда, когда функция суммируема. Отсюда
видно, что несобственный интеграл от неинтегрируемой на

множестве Е измеримой функции может сходиться лишь

благодаря тому, что система множеств 21 выбирается так, чтобы

интегралы j f+dp и J/~dp (Л £ 21) „почти взаимно уничтожа-
А А

лись“, и именно это влечет существование конечного предела

для интегралов Jfdp= Jf+dp— J/—dp (Л£21).
AAA

Доказательство теоремы. Пусть сначала f(x)^-0
(х£Е). Возьмем фундаментальную последовательность

множеств |ЛХ=1 системы 21. Очевидно,

f/#fA = lim (* fdp = sup [fdp.
е

п"°°

ап
лв91 X

Ясно, что для всякого числа /, I < j fdp, найдется ,мно-
Е

жество Л„0, такое, что / < J fdp ^ j fdp. Тогда и подавно для

Ап0 В

всякого множества А (Л £21), содержащего множество Л„0,
К ^fdp < Jfd^y что и означает (ввиду произвольности чис-

АЕ

ла /), что lim J fdp= §fdp.
Общий случай мы получаем немедленно с помощью

теоремы 2 (и замечания 2 к ней, если функция / не суммируема),
примененной к разности /+—/—=/•

Теорема доказана.

Построенное нами расширение понятия интеграла
достигается, конечно, ценой утраты ряда важных свойств

„собственного" интеграла. Так, например, из сходимости интеграла

J fdp не вытекает существование интеграла J fdp, где

<£•, ?l) (ev 'Лх)
Ех — измеримое подмножество множества Е, а 211 = 21^£1.

+ оо

Примером могут служить интегралы v. p. J sin xdx



Справедлива, однако, следующая теорема.

Теорема 5(1.III). Пусть 01—нормальная система
подмножеств множества Е, Ех — измеримое подмножество
множества Е, 011 = 01^^, Е2 =Е\Еи 012 = 01 ^ Е2. Пусть,
далее, /— измеримая функция, определенная на

множестве Е. Тогда

а) если интеграл Jx = j* fdy. сходится, то интеграл*
(я,. 210

J' — j тоже сходится и У' = У1;
(Е, 21)

б) если сходятся интегралы Ух и У2= J fdy., то схо-

(я2, 212)
дится и интеграл У= f fdy., причем У= Ух -}- У2;

(.е, 21)
_

в) если Е С R1, 01 = 01 гл Е, где 01 — одна из систем

01 (сь ... , сп, оо), %(Cl, ...
, сп, оо), то из сходимости двух

из трех интегралов У, Уь У2 вытекает сходимость третьего
интеграла и равенство У= У1-[-У2.

Доказательство. Если А£01 и А1 = Е1глА, то

функция / суммируема на Аъ и поэтому функция fxE
суммируема на А. Таким образом, 01— допустимая система для

функции fxEi. Теперь из равенства ^fxEd\i = ^fdp мы, переходя
А Л,

к пределу, получаем утверждение пункта а) теоремы.
Утверждение б) сейчас же следует из равенства f=fxE +fxEt> Уже
доказанного п. а), и следствия к теореме 2(1.111).

При доказательстве утверждения в) мы для краткости
письма ограничимся случаем, когда 01 = 01(оо) глЕ; Все другие
случаи рассматриваются совершенно аналогично.

Случай, когда сходятся интегралы Ух и У2, уже исчерпан,
и поэтому мы, для определенности, будем считать, что

сходятся интегралы У и Ух. Нам достаточно убедиться в

сходимости интеграла J2. Сходимость же интеграла J fdp рав-

(яг> 212)
носильна (см. замечание 2 к определению 5) существованию
конечного предела lim Г fdр. Последний предел в самом

а,-*-—оо J

Ь-> + ос [а, Ь]

деле существует и конечен, как это следует из соотношений:

* Через хА мы всегда обозначаем характеристическую функцию множе-

старым ={£'£*
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Ez гл [a, b\ = (E r\ [a, b\)\(Ej ^ [а, 6]),

j fdp — J fdp — j fd\l~ZJ—
E2rs[a, b] Er^[a, b] Exr^[a, b] 6-*+ 00

Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть функция f суммируема на множестве

Ех (Ех с Е), .Е2=Е\Е1 и интеграл j fdp сходится. Тогда

te, %)

сходится и интеграл j fdp, причем
(Е, Щ

J fdp= j fdp -f- j" fdp.
(e, 21) e, (e,, <2l2)

Следствие 2. Пусть E— <a, b>, a

..., c\, оо) п<«, b> и 21 = 21(сь ...,cki со) f|<a, b>

— допустимые системы для функции /. Тогда интегралы Г—

= J fdp и I— J fdp сходятся или нет одновременно и

0?,9i') (£/2t)
если сходятся, то равны.

Доказательство. Рассмотрим_сначала случай, когда

21' = 21(с1, с2> • • •
> ^ ^ £ и d~£E. В этом случае след¬

ствие справедливо, ввиду того что системы и 21' имеют

общую подобную систему (см. замечание 1 к определению
несобственного интеграла). В качестве множества А0,
фигурирующего в определении подобной системы, можно взять любое

множество А £21; так как d(* E, то £"£21'. Пусть теперь по-

прежнему 21' = 2I(Cj, с2, ..., с^, d, оо) г\Е, но точка d на этот

раз произвольна. Так как система 31 допустима для функции /,
то найдется промежуток [d— 3, rf-f-8], не содержащий точек

съ ..., ck и такой, что функция / суммируема на множестве

Е: = Е гл [d— 8, а?-|“8]. Положим Е2=Е\ЕЪ 212= 21 ^ Е2,
2Ь = 21'г^Е2. Так как d£E2, то, как уже доказано, интегралы

J fdp, J* fdp сходятся или нет одновременно и если

(е, %) (£„ *;)
сходятся, то равны. Остается сослаться на следствие 1.

Очевидно, что следствие 2 справедливо в том случае, когда одно

’из множеств {с,, с2, ...,ck), {с[, с-2, ..., с\\ содержится в

другом. Если же это не так, то сводим дело к последнему случаю,

образуя множество {съ ..., ck} гл jcj, ..., c'i) = [йъ ..., и

рассматривая систему 21"= 21 {dud2,..., ds, оо)г\Е,
Следствие доказано.
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Следствие 2 обосновывает корректность обозначения Jf(x)dx
а

для интеграла J f(x)dx— мы получаем право не указывать
(<Я, Ъ>, $1

Ст, 00)гч<й, b>)
точек сх, стУ участвующих в построении допустимой
системы.

Аналогично, может быть установлена корректность

обозначения v. p. | f(x)dx.
а

В случае, когда Е= [а, -{-оо ), 91= 21(с°) Е, можно

указать одно полезное достаточное условие сходимости
несобственного интеграла.

Теорема 6(1.Ш). Пусть функция h непрерывна на

промежутке [а, + оо) (а — конечное число), функция g
непрерывно дифференцируема *

на [а, + со) и выполняются

условия-.
t

1) функция = j h(t)dx, +°°) ограничена-.

\H(t)\ ../<< +^ (t6 [я,й+ оо)),
2) функция g монотонна на [а, +со)>
3) lim £■(£) = ().

оо

+00

Тогда интеграл j* h(t)g(t)dt сходится.
а

+ 00

Доказательство. Сходимость интеграла J h(t)g(t)dt
а

I

равносильна существованию конечного предела lim 1 h(t) g{t)dt.

Интегрируя по частям, имеем

1
i

1

$h(t)g (t) dt= H(t)g (t) | - j Я(0 £'(t) dt.
a a

Убедимся, что функция Hg' суммируема на промежутке
[а, + оо). В самом деле, используя то, что функция g' не

меняет знака на [a, -j-oo), имеем

-f- оо -j- оо п

11 Hit) g'(t)\dt^K\\ g' (t) \dt =к lim Jg' (t) sign g' (t) dt=
а а

П-+ + oo
n

n

\g'{t)dt
a

* Т. e. производная gr существует и непрерывна на [а, + оо).

234

= К lim
П-*-т 00



+ оо

Поэтому j Н(t) g' (t) dtJ H(t) g' (t) dt. Кроме того, оче-

a a

видно, H (t) g (t)\a—H (I) g (I)—^+0 и, следовательно, предел

lim 1 h(t)g(t)dt существует и конечен.

i~+~i
Теорема доказана.

+ <х>

Следствие. Если интеграл J h(t)dt сходится, а непре-
а

рывно дифференцируемая функция g монотонна и ограничена,
-f оо

то сходится и интеграл j h(t) g (t)dt.
a

Доказательство. При c= limg'(^) (ясно, что предел
/->-{-оо

конечен) имеем

h{t)g(t) = ch {t) + {g (t) — c)h(t)= ch {t) + gl(t)h (t).
+ oo

Интеграл j htyg-Jfidt сходится по теореме 6, и теперь утвер-
а

ждение следствия вытекает из теоремы 2.

Замечание. Переходя к пределу при / -> + ю в

равенстве

i
t

i

j h (t) g (t) dt=H (t) g (t) | - j H (t) g' (t) dt, (1)
a a

получаем формулу интегрирования по частям для

несобственных интегралов
4- оо 4- оо

J h{t)g(t)dt = H(t)g{t) |*"- J Н (t) g' (t) dt, (2)
a a

где Я(^(Ы+"= \im[H{l)g(l)-H{a)g{a)}.
I a /->4-oo

Ясно, что из существования двух из трех пределов:

lim f h (t)g(t) dt, lim f H (t)g'(t) dt, lim H (I) g (l) следует,
+ a l-* + oo

a
/->4-oo

ввиду (1), существование третьего и равенство (2).
1.3. Рассмотрим несколько примеров.

4-00

Г sin u>t
П р и м е р 1. Исследовать интеграл \ -

у— dt=J(w) («б^1)-
о

Функция /: fit) — —j— (^6(0, 4" °°)) не суммируема на проме¬
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жутке [0, -j- оо) при со=7^0. В самом деле,

у‘И1^Л= у181П/]Л=+оо
о о

(см. п. 3.9 гл. II).
Для доказательства сходимости интеграла У (со) можно

использовать теорему 6, однако непосредственное ее

применение осложняется тем, что функция g: g(t) = -^ (t £ (0, + °° )) не

удовлетворяет условиям теоремы 6. Привлекая теорему 5, мы

+ оо

видим, что интегралы /(«>) и J ^-^-dt сходятся или нет одно-

1

временно. Последний же интеграл, очевидно, сходится по

теореме 6.

Заметим, что J есть нечетная функция. Кроме того, при
любом ш > 0 в силу теоремы 3 имеем

д.) =Т •!!:£«= J
О О

Таким образом, /(co) = a0signto (a>£(—со, -)- со)).
Ниже (§ 3, пример 1) мы вычислим постоянную а0.

sin

Пример 2. Исследовать интеграл ) —dx.
Г В1“ ~х
О—Г"

/1
Данный интеграл с помощью замены переменной [х=—

+°° \
1

.

приводится к интегралу ^Щ^-dt. Таким образом, интеграл
1

\ 1 1

Г sin ЗГ sin ~х
]—-—dt сходится (теорема 3), хотя функция не сум-
о

мируема на (0,1), так как (см. гл. II, п. 3.9) функция не

суммируема на промежутке [1, + <»).
Ь
г* dx

Пример 3. Исследовать интеграл v. р. 1 —(— оо <

<а<с<^<+оо). а

°

В качестве допустимой системы 31 мы можем (ввиду
следствия 2 к теореме 5) рассмотреть простейшую: OIq (с) гл К Ь\.
По определению,



b

Пример 4. Исследовать интеграл v. p. J -pzzjdx (— сю <
a

<a<c<6<-f oo), где функция ср непрерывна на

промежутке [а, Ь] и |ср(я) — ср(с) | К\ х — с |“ (х£[а, Ъ\\
а,/С—конечные положительные числа).

Имеем

•07= 9
+9 (с)' =Л (■*)+/»(•*) (xe[a,b], х*£с).

Функция fx суммируема на промежутке [а, Ь], так как

l/i(-OK-ly{*lzrcy' <|Х_КСji—a (x£{a,b], x=f=c)
b

(см. лемму из гл. II, п. 3.9), а интеграл v. p. J/2 (л) dx сходится,
а

как мы видели в примере 3. Следовательно, исходный
интеграл также сходится (теорема 2).

Пример 5. В качестве последней иллюстрации рассмотрим
вопрос о связи понятия сходимости несобственного интеграла
с понятием сходимости числового ряда.

Пусть £=N— множество натуральных чисел и ji
—

мера
на системе всех подмножеств множества N, состоящая из

единичных нагрузок в каждой точке множества N, т. е. (см. гл. I,
п. 2.1)

^ in, если множество А (А С N) содержит ровно п точек,

1 Ч- оо, если множество A(AczN) бесконечно.

Пусть х= {х„}“=1 — некоторая числовая последовательность,

т. е. некоторая .функция, заданная на множестве N.

Если А = {tii, п2, nk] — подмножество конечной меры
k k

множества N, то xd\>. = ^ J xdp = ^ хП;. Рассмотрим си-

А 1—1 {я.} i = 1

стему 21, состоящую из множества Ап вида Ап—{ 1,2, ...,«}
(n= 1, 2, ...). Очевидно, что 21 — нормальная система
подмножеств множества N, и ясно, что допустима для любой
конечной функции, заданной на множестве N.

Существование несобственного интеграла Jxdp равносильно
(N, Я)

существованию предела lim Г xdy. = lim (jcx -f- -f- . . . -j- xn),
n-+oo *J П-+ oo

An
OO

т. e. сходимости ряда^хЛ. Ясно, что J \x\dp = lim J \x\dp —
л=1 n ап
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= 2 |-*л1) и, таким образом, абсолютная сходимость числового

Л=1

ряда эквивалентна суммируемости на множестве N по мере ц
функции |х|. Неабсолютная же сходимость ряда может быть
истолкована лишь в рамках теории несобственных интегралов

как сходимость интеграла J xdy..
(N, Я)

Упражнения. Исследовать сходимость интегралов в упражнениях
1—3.

4* *° -)- оо

р cos ах С sin2.*
!• a) J T+T*dx’ б> J ~1Гах■

О о

Ответы: а) функция суммируема, интеграл сходится;
б) функция не суммируема, интеграл расходится.

+ ОО

с sin X V V
2, а) \ —-— dx; б) J sin x2dx; в) J cos x2dx;

J x
о о

г) +Г Д) T sin*
dx.

J jc+100 J XP -l-sinx
о о 1

Ответы: а) функция суммируема при a >1; интеграл сходится при
a > 0, расходится при a < 0;

б), в) функция не суммируема, интеграл сходится;
г) функция не суммируема, интеграл сходится;

д) функция суммируема при р > 1; интеграл сходится при

Р^>~2у расходится при р < у.
2
С dx

3-а> htf;
«у

о

2

Г dx
б) v-

PJ Ш’
о

-foo

jc + 3
в) J л? + Зх + 2

dx'

ОО

Ответы: а), в) функция не суммируема, интеграл расходится;

б) функция не суммируема, интеграл сходится.

4. Доказать сходимость и вычислить интегралы.
4- оо

Г -* + з
а) V Р- J x2 + 3x+2dx-’

ь

Г* dx

б) V. p. J
■

^ _ Су2я+ 'Г (— 00 < а < С < Ь < + °°’ п = 1> 2» • • • )•
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Ответы: а) 0;

б)
J-Г L—_
2п [(a — cfn (Ь — ср"
“Г 00

5. а) Интеграл J ср (х) dx сходится, функция <р непрерывна на проме-
а

4- оо

жутке [а, + оо) и lim ср (х) — 0. Всегда ли сходится интеграл f ср (х) sin xdx>
ДГ- + 00 £

б) Функция / непрерывна на промежутке [at + оо), lim/(*)
— (>

Х-> -1- сю

+ 00

и интеграл J f (х) dx сходится. Обязательно ли сходится интеграл,

а
+ °°

J lfW]*dx?

Указание. Изучить ряды 2 ап и 2 где

/2=1 /2 = 1

■

при n = 2k—l, k — l, 2,

1 (— l)ft
~« + угёпрк,1

= 2^А = 1’2’---

Ответы: а) нет; б) нет.

6. Исследовать сходимость интегралов:

а) ГГ sJHS^±£Ldxdy;
JJ U2 + y2)a

{&, (0, ~>)

Я sin (х2 + У2) dx dy, где система 01 состоит из всех прямо-

(*■: so
угольников вида [—а, я] X [—Ч-

Указание. В п. б) использовать результат упражнений 2 б) и в).
Ответы: а) функция суммируема при 1 <а < 2; интеграл сходится

при 0 < а < 2;

б) функция не суммируема, интеграл сходится.

7. а) Используя теорему 1, доказать, что из сходимости интеграла
ь с

J f(x)dx следует при любом с£(ау Ь) сходимость интеграла J f(x)dx. Вы-

а а

вести отсюда равенство
ь с ь

J / (*) dx —\f(x)dx-{-^ f(x) dx.

а а с

b

б) Убедиться, что а) уже неверно для интеграла v. p. j f(x) dx. Каким-

a

дополнительным ограничениям следует подчинить с, чтобы снова получить
верное утверждение?

8. Пусть N — множество всех натуральных чисел, р.
— мера, введенная

в примере 5, — система всех конечных подмножеств множества N. Дока¬

зать, что сходимость интеграла J хd\i равносильна абсолютной сходи-

(е, Oli)
мости ряда ^ xk-

k=i
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9. Доказать, что если функция / определена и дифференцируема на

промежутке [а, Ь] (а и b — конечны) и имеет единственный корень в точке с

(а < с < Ь), причем, /' (с) Ф 0 и | /' (х) — /' (с) | < /< | х—с |а (х G [а, Ь]9
ь

С dx

а > 0), то интеграл v. р. \ сходится.

а

10. Пусть /—измеримая по Лебегу функция, определенная на множестве

jrv9 р. = jav
— мера Лебега размерности v и —> система всех ограниченных

замкнутых подмножеств пространства Rv. Доказать, что сходимость

интеграла f fd^ равносильна суммируемости функции / на множестве Rv.

(R\ 21)
11. Пусть £ = (—00, +оо), Ei — [0, + оо), (Xj —мера Лебега, /—

функция, определенная на Е равенством f(x) = Хе1 (■*) sin х> ^ — система

множеств, состоящая из отрезков [— 2тгл, 2тш] (/2=1, 2, ...) и [0, ш] (п= 1,
2, ...), 211 = 21^£1. Доказать, что интеграл J fdp не существует, хотя

(еМ
\ fXEdy. сходится.

(ЕЛI)
1

§ 2. Элементарная теория интегралов, зависящих
от параметра

В этом параграфе мы будем пользоваться обозначениями § 5
гл. II. Мы рассматриваем здесь функции „двух переменных14,
определенные на прямом произведении Е1Х Е множеств

Ех [Е± С R'1) и Е (EcR"). Обычно предполагается, что

множества Е1\\Е измеримы относительно некоторых а-алгебр Ш1
и 9Я, на которых заданы меры рх и соответственно ру, а

функции fx(x£Ei), определенные на множестве Е, суммируемы
(если специально не оговорено противное) на множестве Е

при каждом Ег
Ниже нашей основной задачей будет изучение свойств

функции J^J(x)= J/(*, у) dpу
= J* fxdpy определен¬

ной на множестве Еи или, как говорят, изучение зависимости

интеграла сечений ]/(*, у)фу от „параметра" х.

Е

С подобной ситуацией мы уже встречались в теоремах
о предельном переходе под знаком интеграла, когда роль
параметра играл номер функции. Эти теоремы играют
решающую роль в дальнейшем, и, обобщая их, мы получим ряд

фактов о перестановочности интегрирования (по одной
переменной) с другими фундаментальными операциями анализа —

предельным переходом, дифференцированием и т. д. (по другой
переменной).

В дальнейшем нам часто придется предполагать, что

функция / определена на множестве Е^ХЕ и функции f*
суммируемы на множестве Е при каждом x^.Ex или при почти всех
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x£Ev Допуская известную вольность речи, мы для краткости
будем говорить в таких случаях, что функция / суммируема
на множестве Е (соответственно суммируема при почти

всех

2.1. В этом пункте мы докажем основные теоремы об

интегралах, зависящих от параметра.
Теорема 1(2.111). (О предельном переходе по параметру.)

Пусть функция / определена на множестве ЕхХ Е и

суммируема на множестве Е, функция g определена на

множестве Е, функция ср суммируема на мноэюестве Е, а — точка

сгущения множества Ег и выполнены условия:

1) У/(х) —f(x> У)—>£(У) почти везде на множестве Е.*

2) При каждом х £Ег (х а)

№> уЖфСу) (1)

пояти везде на множестве Е.
Тогда

1) функция g суммируема на множестве Е и

2) J(x)= \f(x, у) dp --+J= \gd]x т. e.

E E

Доказательство. Нам достаточно убедиться в том, что для

всякой последовательности {-к„)“=1 {хп^,Еъ хпфа, п—1,2,...),
сходящейся к точке а,

Нхп)= y)dvy -~*J= \sd\>-r
Е Е

Но это (вместе с суммируемостью функции g) немедленно

следует из теоремы Лебега (гл. II, § 4), все условия которой

выполняются, если в качестве fn взять fn.
Теорема доказана.

Замечание 1. Для доказательства теоремы достаточно

предположить, что неравенство (1) выполняется не при всех

х£Еъ а лишь для точек, принадлежащих произвольной
окрестности точки а, т. е. условие 2) можно заменить следующим:

2') существует окрестность V точки а** (см. д. 1, п. 4

и д. 3, п. 3), такая, что при всех^х^^^л I/ (V= \/\{а})
!/(•*, .у)| < ср (у) при почти всех у £ Е.

Определение 1. В случае, если выполнено условие 2')
и функция ср суммируема на множестве Е, мы будем говорить,

* Если Ех С то мы не исключаем случая, когда а — ± оо.

** Как обычно, если E1c:Ri и a— -f 00 (или а = — оо), то под окрест¬

ностью точки (+ оо) или (—оо) мы понимаем произвольное множество,
содержащее некоторую полупрямую (b, + оо) (—оо, Ь).
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что функция / равномерно суммируема на множестве Е в

окрестности точки а.

Замечание 2. Условие 2) можно заменить также

следующим:

2") мера руЕ конечна и существуют числа р^> 1 и АГ< + °°,
такие, что

(или хотя бы для всех х£Егг\ V, х ф а, где V —

произвольная окрестность точки а).
При замене условия 2) условием 2") мы в доказательстве

должны лишь вместо теоремы Лебега сослаться на теорему 5 (4.II).
Замечание 3. Если <-f-со, то возможность

предельного перехода под знаком интеграла можно вывести из

теоремы 4(4.11). В самом деле, пусть {—какая-нибудь
последовательность точек множества Elt удовлетворяющая
условиям: хпфа при всех re£N, limхп—а. Функции fx'1 (п = 1, 2,...)

имеют на множестве Е равностепенно абсолютно непрерывные
интегралы (см. определение 1, гл. II, п. 4.5), как это видно

из условий 2), 2'), 2"). Поэтому по теореме 4(4.11)

что и требовалось доказать.

Следующая теорема получается очевидной
переформулировкой теоремы 1.

Теорема 2(2.111). (О непрерывности по параметру.) Пусть
функция / определена на множестве Ех X Е, суммируема
на множестве Е и функции

у
f непрерывны в точке хй £ Ех

при почти всех у £ Пусть, кроме того, функция f
равномерно суммируема в окрест-ности точки х0. Тогда функция

J:J(x)— \f(x, y)dpy (х £Ei) непрерывна в точке х0.
Е

Доказательство теоремы 2 получается из сопоставления

теоремы 1 и замечания 1 к ней.
Замечание 1. Равномерная суммируемость функции /

в окрестности каждой точки множества Ех будет иметь место»

если РуЕ < —I- оо и функция / ограничена на множестве Е1ХЕ.
(в качестве функции мажорирующей / можно взять в этом

случае просто функцию, принимающую одно значение

1= sup l/С*, У)|<+оо).
ЕххЕ
Замечание 2. Теорема 2 остается, конечно, справедливой,

если условие равномерной суммируемости в окрестности
точки х0 заменить условием 2")-.

Е
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Замечание 3. Если функции уf непрерывны в каждой
точке х££'1 (при почти всех у£.£) и функция / равномерно
суммируема в окрестности каждой точки х££’1 (что, в

частности, будет выполнено, если |/| мажорируется некоторой
функцией <р, суммируемой на множестве Е, т. .е. для любого

xQ.Ei If(x, .y)l^'p(j') почти везде на множестве Е), то

функция J: J(х) = ]*/(-*, у) dpy (х £Ег) непрерывна на всем мно-

Е

жестве Ег.
Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что а-алгебра
на которой задана мера |iy, обладает следующим

свойством: все функции, определенные и непрерывные на

множестве Е, измеримы. Для таких мер замечание 3 будет справед¬
ливо, если, в частности, Е1'ХЕ=--[а, b\ X [с, d

непрерывна на множестве [а, 6]Х[с, d\ и ц..£=}а(
Примеры. Доказать непрерывность функций:

+ оо

1) Н: Н(х)= j c^fdy (х£(-со, + Ю));
0

+ 00

2) J: J{x)= j е~хУ$туйу (л;6(0, + со));
о

1

3) К: К (я)
—

J-Щ^щ-dy (х £ [0, 1]).

функция /
^])< + оо.

о

cos ху
Решение. 1) Так как \f(x, у) | =

,

1 + У
.

■*£(— оо, +со) И .У 6 [0, + °°) И функция ср^(_у)=г^2
(.У£[0, + °°))j суммируема на промежутке [0, +оо), то

непрерывность функции Н следует из замечания 3 к теореме 2.

2) Функция f(f(x, у) = е~хУ sin у ((х, _у)£/?2)) равномерно
суммируема в каждой окрестности точки х0>0, что вытекает

_ХЬ

из верного для всех х >неравенства: , | е~хУ sinу )< е 2

(У Е [0, + оо)). Остается применить теорему 2.

3) Здесь для доказательства непрерывности функции К
удобно воспользоваться условием 2" (см. замечание 2 к тео-

з

pei\ie 2). В самом деле, при р = -^~ получаем
1

3/2
1 *

-

+1‘
sin ху

d/2

/п \x-y\w~ J I^ I m3/4
< + l

О х—1 —1

Читатель может убедиться в том, что равномерной
суммируемости подынтегральной функции в окрестности точки х0
здесь нет ни для какой точки аг0 G 10»
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Столь же непосредственно, как и непрерывность, из

теоремы 1 может быть получена и дифференцируемость
интеграла по параметру.

Теорема 3(2.111). (О дифференцировании по параметру.)
Пусть Ех = <а, Ь>, функция f определена на множестве

<а, b> X Е [Е с Rv) и суммируема на множестве Е. Пусть,
кроме того,

1) при почти всех у (*Е и каждом х £ <а, Ь> существует
конечная частная производная Dmf(x, у);

2) функция D(X)f равномерно суммируема на множестве Е

в окрестности точки х^^Е^
Тогда функция J^J(x)= J/(х, y)dpy (х^<а, b>)J имеет

в точке л;0 £ Ег конечную производную, которая может быть
вычислена „дифференцированием по параметру под знаком

интеграла", т. е. так:

f(x0)=$Dwf(x0, у) dpr (2)
Е

Последнее равенство известно под названием „правила
Лейбница11.

Доказательство. Пусть h=^=0, хй-\- hQE^ Так как

/(*„ + *)-■/(*»)
= j

/(■*» + *, У)~/(*о, у)
y)d^

Е Е

то существование производной J' (л:0) и требуемое равенство (2)
немедленно следуют из возможности предельного перехода

под знаком интеграла при h -> 0. Законность этого

предельного перехода вытекает из равномерной суммируемости
подынтегральной функции

F {F(h, y)=m±IhJ}pf^y) А¥=0) Ло+А6^
в окрестности точки h~0. Убедимся, что равномерная
суммируемость функции F в окрестности точки h = 0 имеет место.

В самом деле, при почти каждом у£Е мы получаем по

формуле Лагранжа равенство (при некотором 0 6(0, 1))

F(h, y) = D(1)/(*o + 0A, у).

С другой стороны, по условию 2) существует окрестность V(x0)
точки х0 и функция ср, суммируемая на множестве Е, такие,

что при всяком х(< 1/(х0) гл Ei* почти везде на Е выполняется

* Здесь обозначено V(x0) — V(хо)\{-*о}-
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неравенство \D(l)f(x, ^)|<?(у). Итак, при каждом Л,

удовлетворяющем условию х0 -f- h £ V(х0) s~\ Еи для почти всех у 6 Е
справедливо неравенство \E(h, у) | ^ т (Л'), т. е. функция F

равномерно суммируема в окрестности точки h = 0.

Теорема доказана.

Замечание 1. В частности, условие 2) теоремы всегда

выполнено, если цуЕ < -f- °° и функция Dmf ограничена.
Замечание 2. Мы предоставляем читателю

сформулировать теорему 3 для случая, когда множество Ег есть открытое

подмножество пространства R\ Если Ех с R2, то при

предположениях теоремы 3 из аналитичности функций у/(Уб£)
следует в случае равномерной суммируемости функции / в

окрестности каждой точки множества Ех аналитичность интеграла

сечений.

Примеры. Установим дифференцируемость функций:
+ 00

4) Н: Н(х)= j f^dy C*G(-P°, + то));

+ 00

5) J: J(x)= J <r*y^-dy (jc 6 (0, + с»)).

Решение.

4) Так как | Dmf{x, у)| = у cos ху
1 +yi

^ 1'^у4 ДЛЯ ВСеХ

(х,у)6Я* и функция <р ^<р (у) = (у 6 R'fj суммируема на

промежутке (— оо, + °°), то функция DO')/ равномерно
суммируема в окрестности каждой точки x^R1, откуда и вытекает

возможность применения теоремы 3.

5) Функция J имеет производную J' в каждой точке х > О,
так как функция £)(1)/ (D(1)f(x, у)= — е~ху sin ху) равномерно
суммируема в окрестности каждой точки х > 0, что уже было

установлено в примере 2.

6) Пусть Е— некоторое ограниченное замкнутое множество

на комплексной плоскости, Е1—-Е'—дополнение множества Е,
[1;. — мера на а-алгебре ЗО1?^, р^Е < -f- °° и /—непрерывная
функция, определенная на множестве Е* Тогда функция

J■J{z)= J~7znf-
Е

регулярна в Е' и J' (z) = — J -(-/^у2- dpv

о-алгебра такова, что функция / измерима.
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Доказательство. Равномерная суммируемость
функции F: F(z, С) = —

—
У 6^ X в окрестности каж¬

дой точки z0£E' следует из непрерывности, а значит, и

ограниченности этой функции на множестве D2(z0, г)ХЕ, где

D2(z0, г) — замкнутый круг радиуса г с центром в точке z0,
пересечение которого с. множеством Е пусто.

После изучения вопроса о дифференцировании естественно

встает задача об „интегрировании по параметру*4. Она, однако,
уже разрешена теоремой Фубини (теорема 3(5.11)), и мы

ограничимся напоминанием этой теоремы (точнее, ее частного

случая, несколько изменив ее форму).
Теорема 4(2.111). (Об интегрировании по параметру.)

Пусть функция / имеет интеграл на множестве ЕгХЕ
(Ег с Rb, Е с Rv)* относительно меры, v

.

Тогда:

1) функции fx имеют интегралы на множестве Е

относительно меры |j.v при почти всех х^Ех,

2) функции у/ имеют интегралы на множестве EL
относительно меры р при почти всех у£Е\

3) функции J:J(x) = §f(x, y)d\^ (х£Ех) и К:К(у) =
Е

= §/(х, у) dp (у £Е) определены почти везде и имеют инте-

гралы на множествах Ех и Е относительно мер и

соответственно;
* *

4) повторные интегралы, J М\ь и j” Kdp.t равны, или, по-

£,
1

Е

дробнее,

S (Sf(x’ yldpjdp —M$f(x, y)dp )dpv.
E^E 1 E \EX J

Напомним еще, что оба „повторных* интеграла равны

„двойному" интегралу J /^v +v, поэтому если функция / сум-
EiK Е

мируема на множестве Ех X Е, то функции J и К суть
суммируемые функции на множествах Ех и Е соответственно

(определенные, быть может, не всюду, но наверняка почти

везде, как вытекает из утверждения 3) теоремы). Теоремой 4

* Множества Е и Ех измеримы по Лебегу; [\
—

мера Лебега

размерности V.
** Мы не исключаем и бесконечных значений у функций / и К даже

на множестве положительной меры. Последнее возможно, так как мы
предположили функцию / лишь имеющей интеграл, но, вообще говоря, не

суммируемой на множестве Ех X Е.
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особенно удобно пользоваться в том случае, когда функция /
измерима на множестве Ех х Е и неотрицательна, благодаря
чему существование интеграла у функции / не требует
проверки.

2.2. В этом пункте рассматриваются так называемые

истокообразно представимые функции и интегралы типа потенциала.

Определение 1. Пусть функция К задана на множестве

Ех X Е, функция ш задана на множестве Е, а функция J

задана на множестве Ех следующим образом:

J(x)= | К (х, y)<u(y)affv
Е

Тогда функцию К называют ядром и говорят, что функция J

истокообразно представима с помощью ядра К.
С помощью общих теорем мы сразу можем получить ряд

свойств истокообразно представимых функций. Эти свойства,

разумеется, зависят от свойств ядра.

Сформулируем лишь одну из многочисленных возможных

в этой ситуации теорем.
Теорема 2/(2ЛН). Если функции Кх измеримы на

множестве Е при каждом х £ Ех, ядро К ограничено на

множестве ЕхХ Е и функции уК непрерывны при почти всех

у£Е, а функция ш суммируема на множестве Е, то

функция J (j(x) = j* К(х, у) <» (у) d\iy непрерывна на

множестве Ev
Другим важным частным случаем интегралов, зависящих

от параметра, являются так называемые интегралы типа

потенциала, т. е. интегралы вида

\u-%d»y {xeEl)’ где £c/?V’

E

Название „интеграл типа потенциала* происходит от

аналогии с интегралом j* j^:l d^y (Е с /?3), который дает зна-

Е

чение в точке х потенциала поля тяготения, создаваемого

массой, распределенной по множеству Е.
Ниже мы будем рассматривать только лебегову меру

на о-алгебре ЭЖе и считать, кроме того, что множество Е

ограничено. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 5 (2,111). Если функция В непрерывна и

ограничена на множестве X Е и а < v, то функция

Е

непрерывна на множестве Ev
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Теорема 5 может быть немедленно получена из теоремы 2
и замечания к ней. В самом деле, пусть Е с Рп(0) *, | В(х, у) | ^
< L ((х, у)еЕг X Е) и число р^> 1 таково, что Р = ар все еще

строго меньше v. Так как непрерывность функции есть

локальное свойство, то мы, не умаляя общности, можем считать, что

множество Ех ограничено. Пусть ^сРлДО). Проверим
выполнение условия из замечания 2 к теореме 2:**

■ J
Е Е

J T7C^W
=

РЛ(°) PftW Pft+ft,(0)
= A<-J-co (x(<Ei).

Доказательство закончено.

Мы предоставляем читателю убедиться в том, что условие
ограниченности множества Е может быть заменено условием

jtvZf < -f оо.

Если a<v— 1, а функция В имеет ограниченные и

непрерывные частные производные, то, как читатель легко убедится,
функция J также имеет непрерывные частные производные.

2.3. В этом пункте мы вернемся к изучению функции Г

(см. гл. II, п. 3.9). Установим дифференцируемость функции

Г |V(;e) = +j е~Чх~хМ (х > 0)j при всех х > 0. Так как

функция / (f(x, t) = tx~1e~t (t>0, *>0)), очевидно,
дифференцируема при х > 0, t > 0, то требуемый результат следует из

равномерной суммируемости функции D(1)/: (Dmf(x, t) =
= tx~l (In t) е~* (л > 0, £>0)) на множестве E= (0, -f- oo)
в окрестности каждой точки х > 0. Убедимся, что это в самом

/ х 3 \
деле так. Для любого -^6 (•у*, ~ хо) (Ло>0) имеем

j j jLj _.il
\D^f(x, ^)|<тах(^2 , t2 J|ln^|e_<^

/ £i_i JLX _Л

<U2 +t2
°

)\lnt\ert = 9(t) {t > 0).
Так как функция <p суммируема на промежутке (0, + оо),

то требуемая равномерная суммируемость функции D(1>/ в ок-

и мы получаем равенство
+ оо

Г' (л:) = J tx~x (In t)e"1 dt (*>0).
0

* Ph (и) = [«x — /г, ux + h] X ... X '[ttv — К uv-\- h\ — замкнутый
v-мерный квадрат с центром в точке а— (их wv) и со стороной длины 2К

** См. теорему 4(6.11) и лемму из п. 3.9.
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Аналогично доказывается, что функция Г имеет

производные всех порядков, которые также могут быть найдены

дифференцированием под знаком интеграла.

Упражнения. 1. Исследовать на непрерывность в указанных
промежутках функции J и К.'-

О

-J- uu

б) К (X) = j xe~x^ dy (x e ( — oo, -f oo)).
0

Ответы: а) функция непрерывна;
б) функция непрерывна при х=£0, разрывна при х — 0.

2. С помощью дифференцирования по параметру вычислить интегралы
1
In (1 — х2у2)

7T=W~
о

+ 00

б) J —- cos mtdt (а >, р > 0);
о

Ч-оо

в) Г е-х* iim dy (X > 0).

о
У

3. Доказать, что если функция / суммируема на промежутке (— оо, +оо),.
то функция и

j
+°° (У-*)2

и(х, t)= 2ay-t- j /Су)в
4аН

dt ((х, t)б(-оо, +оо) х (0, + ~)>
—ОО

да
удовлетворяет при t > 0 и любом jc уравнению теплопроводности О—

\ дЧ/ ч
=

Ж 5* <■*>*>•

4. С помощью равенства

V 1

J T+xr"dX=bi' 2/и + 1
"

<0<«<»)
о

sin
2п

^

+ °° -

х

доказать, что

4-00

j гТТах = Ш^ (°<а<1),
о

и вывести отсюда (используя результат примера 3 из гл. II, п. 6.6) формулу

Г (в) Г(1-а) =^ (0 < а < 1).
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§ 3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

При исследовании интегралов, зависящих от параметра, мы

часто сталкиваемся с таким положением, когда задачи, где

первоначально фигурировали лишь суммируемые функции,
приводят (например, в результате предельного перехода или

дифференцирования по параметру) к несобственным
интегралам. Рассмотрим, например, интеграл

J(x) = °§е~ХУ ^Г“ dy = -% arctgx (x>0)*.
о

Если бы мы могли перейти здесь при О к пределу под
знаком интеграла, то немедленно получили бы

а„ =

о о

Этот предельный переход, однако, нам еще предстоит
обосновать, и это обоснование заведомо не может быть проведено,
если мы ограничимся лишь интегралами от суммируемых

функций; в частности, очевидно, безнадежно в нашем случае
пытаться использовать один из вариантов теоремы 1 (2.III), так

как у нас предельная функция g ^ g (у) = (у > 0)j не

суммируема на (0, -f-o°) (см. гл. II, п. 3.9, пример 3).
3.1. Как мы уже отмечали раньше, в основе теорем о

предельном переходе по параметру (в случае „собственных"
интегралов) лежит условие: функции fx (х^Я,) имеют

равностепенно абсолютно непрерывные интегралы на множестве Е.
Сейчас мы определим аналогичное свойство, имеющее, однако,
смысл и в случае несобственных интегралов.

Определение 1. Пусть функция/ определена на

множестве X Е (Ег X Е с /?V‘X Rv), 21 — некоторая нормальная

система подмножеств множества Е и интеграл J (х)= J f(x,y)dpy
(/?, 'SI)

сходится при каждом x£Ev** Будем говорить, что интеграл

J(x)= J f(x, y)dpy сходится равномерно на множестве Еи
(Е, ^1)

* В самом деле, с помощью теорем'§2 мы сразу получаем J(x)~ >0

+ оо -]■ оо

и J' (х) = — J е~ху sin ydy (х > 0). Так как J ё~ху sin ydy = —!—-
, то

о о
х

TZ

J(х) = с
— arctgх, и ввиду соотношения J(х) >0 мы имеем с —-тт.

оо JL

** Это требование заменяет теперь условие суммируемости функций fx
на множестве Е при каждом х£Еь
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если для любого е > О существует множество (одно и то же

для всех Ае601, такое, что для любого множества А,
удовлетворяющего условиям А 6 01, A Z) Аг, справедливо

неравенство

<е при каждом x^Ex. (1)

Замечание 1. Если Е' = Е\А (А 601) и 01'= 01 r~\ Е', то

интеграл J f(x, y)d\iy сходится (см. теорему 5(1.111)) и

(Е’ЛI')
условие (1) может быть представлено в виде

f(x, у) dpy <е при каждом x£Et.
(Е'ЛI')

Замечание 2. Когда Е—[а, + со) и ОЬ

О')

:01(со)^£,
условие (Г) принимает следующую форму: для любого е>0
существует конечное число /6, такое, что при каждом />/г

j / (х, у) dpy < s для всех х£Ег.
(I, +~)

Замечание 3. Если существует суммируемая на

множестве Е функция <р, такая, что для каждого х^Ех
неравенство | f{x, у)|^{р(3') выполняется для почти всех у £Е, то,

очевидно, интеграл J(x) (превращающийся в собственный)
сходится равномерно на множестве Ех. В самом деле,

J(x) — §f(x, y)dpу =1 J f(x,y)dpу < j ?(у)фг
I Я\Л Е\Л

Так как функция <р суммируема на множестве Е, то по

любому положительному числу е > 0 найдется множество А% 6 9J,

такое, что j ¥ (_У)^у < s- Если А 6 31, A D А„ то и подавно

£"Ue

J ^(y)dpу<е и, значит, выполняется неравенство (1).
Е\А

Пусть теперь |j.y£’<-j-co и функции fx (х£Е^) имеют

равностепенно абсолютно непрерывные интегралы на множестве Е.
Тогда, непосредственно сравнивая определения, мы видим, что

(собственный) интеграл | / (я, у) d\>.у = f / (х, у) фу схо-

Е (Е. 21)
дится равномерно, какова бы ни была нормальная система 31
подмножеств множества Е.
Замечание 4. Если Е=N— множество всех натуральных

чисел, нормальная система 31 состоит из множеств {1,2
(п — 1, 2, ... ) и мера образована единичными нагрузками
во всех точках (см. пример 5, § 1), то f(x, у)=/(х, п)-— и.п(х),
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а функция J lJ(x)= j f(x, y)dpy =^ un(x) (x^)]
V (E, 91) n==1 )

есть сумма ряда, и определение 1 в этом случае превращается

в определение равномерной сходимости ряда ^ип(х) на мн0'

/2=1

жестве Ег.
Теорема 1 (3.III). Равномерная сходимость интеграла

J (х)— j f(x, у) dpу
на множестве Еу равносильна сле-

(£-.“21)
дующему условию:

для каждого числа е>0 существует множество Ле£ 9(,
такое, что для любых множеств А, А £ 5(, содержащих
множество At, для всех х £ выполняется неравенство

j / (•*, y)dpy— \ f{x, y)dpy <s.
A

A

Доказательство. Необходимость сформулированного
условия немедленно следует из определения равномерной
сходимости несобственного интеграла и неравенства

\f(x, y)dpy — j/(x, y)dpy < j f(x, у) dpy—
A

А (ЕЛI)

-§f(x,y)dpy+ f f(x,y)dpy-\f(x,y)dpy
A (£>) 2

Докажем достаточность.. Из теоремы 1 (1 ЛИ) вытекает, что

интеграл j* f(x, y)dpy сходится при каждом x£Ev Фикси-

(е, 51)
руя произвольное множество А (Л £91, Az>Ae) и переходя

< s к пределу пов неравенстве j7(*, y)dpy- j/(x, у) dpу

системе 91, получаем

\f(x,y)dpy- J f(x, y)dpy
(еЛI)

при каждом х£Ег.

Теорема доказана.
Нам будет удобно в дальнейшем следующее определение.
Определение 2. Пусть выполнены требования

определения 1, V—некоторая окрестность .точки х0 и V"= К\{д:0}.
Если j* /(х, у) dpу равномерно сходится на множестве

(£,51)

V г\ Е1У то мы будем говорить, что интеграл J /(х, y)dpy
(Е, 51)
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равномерно сходится в окрестности точки х0. (При этом, когда
множество Ех содержится в пространстве R\ мы не

исключаем и случая х0 = ± оо.)
Замечание. Ясно, что равномерная сходимость интеграла

в окрестности точки х0 немедленно следует из равномерной
суммируемости функции / в окрестности этой точки (ср. с

замечанием 3 к определению 1).
В случае, когда Е= [a, -f-oo), 31 = 31 (со) ^ [а> + °°)>

полезным оказывается следующий критерий равномерной
сходимости несобственного интеграла (ср. с теоремой 6(1.111)).

Теорема 2(3.111),, Пусть El<zR\ Е—[а, + со), 31=31(00)^
гл[а, +со), f(x, y) = /i(x, у)0-g(x, у) ((х, у)£Е1ХЕ), причем
функция hv непрерывна при каждом х £ Ех а функция gx
имеет непрерывную производную (gx)' (y) = D2g(x, у).

Пусть, кроме того,

1) функция И ^//(л, ^)= |л(х, y)dy ((х, z^)6£'iX£')j
ограничена на множестве Ех X Е:\Н (х, t) |< К < + со

((х, QZE^E);
2) при каждом х£Ег функция gx монотонна;

3) (_^) == S' (-^, У) ^ равномерно на множестве Еъ
т. е. для каждого е > О существует число уе, такое, что

I g (•*> У) К е пРи всех У > У6> каков бы ни был х 6 Ех.
+ 00

Тогда несобственный интеграл J(x)= j h(x, у) g (х, y)dy
а

равномерно сходится на множестве Ег.
Доказательство этой теоремы, аналогичное доказательству

теоремы 6 § 1, мы предоставляем читателю.

Равномерную сходимость несобственного интеграла
+ °°

j h(x, y)g{x, y)dy можно установить и при несколько изме-
а

ненных условиях (ср. со следствием из теоремы 6 § 1 !).
Теорема 2’ (ЗЛИ). Пусть вместо условий 1 — 3 теоремы 2

функции hug удовлетворяют условиям:
+ оо

1') интеграл j h(x, y)dy равномерно сходится на мно-

а

жестве Ег;
2') при каждом х£Е1 функция gx монотонна и имеет

непрерывную производную: (gx)' (y) = D{2)g(x, у);
3') функция g ограничена на множестве X Е:

\g(x, J')K^< + co (С*, у)£Е1ХЕ).
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-j- во

Тогда интеграл У(л*)= j h(x, y)g(x, y)dy равномерно
a

сходится на множестве Ех.
Доказательство. Несобственный интеграл J (х)

—

+ 00

J h(x, y)g(х, y)dy сходится при каждом х£Ех по след-
а

t

ствию к теореме 6 § 1. Пусть Н(х, t) — j h (х, у) dy —
а

-f- оо -}■ оо

— J h(x, у) dy = — j h(x, y)dy ((x, t)£ExX.E). По условию,
a t

для всякого s>0 найдется число t£, такое, что \Н(х, £)|<0
при любом t^>tt и любом х(*Ех (см. замечание 2 к

определению 1).
По формуле интегрирования по частям имеем

+ 00 У=+ 00

j h(x, y)g(x, y)dy=H(x, y)g(x, у) | -

i y—t

- J H (x, y) D*g (x, y) dy.

Очевидно,

H(x, y)g(x, y)
y = + «

y=t

= lim|H(x, l)g(x, I)-
+ oo

— H{x, t)g{x, t)\ — \H(x, t)g{x, t)\<L&
при t > te и любом Кроме того, так как функция D2g
в силу монотонности функций gx сохраняет знак при
фиксированном х£Ех, то

'У Н(х, y)D*g(x, y)dy < J | И(x, у)\\&Цх, y)|dy<
t t

<S j | D*g{x, y) | dy = s j D*g(x, y) dy

= e g (x, y)
У==+о

y=t

:elim|g-(x, I) — g(x, ^)|<2Z.s
Z -> + oo

при любом t^>tB и любом Окончательно, при любом

t>te и любом х£Ег имеем
+ °о

J h(x, y)g{x, у)dy <3Z.e,

что и доказывает равномерную сходимость интеграла J(х) на

множестве Ег.

254



Следствие. Пусть функция h такова, кто h(x, y) = hx (у}
((х, у)£Е1 X Е), где hx—функция, заданная на множестве Е,

-j-oo -j- оо

и интеграл j* h(x,y)dy=<\j hl (у) dy сходится, а функция g
а а

+ оо

удовлетворяет условиям теоремы. Тогда интеграл J h1(y)dyy
а

очевидно, сходится равномерно на множестве Ех, и по тео-

реме 2' интеграл [ h1(y)g(x, y)dy также равномерно схо-

а

дится на множестве Ех.
3.2. Везде ниже мы будем предполагать, не оговаривая

этого каждый раз специально, что несобственный интеграл

J (х) = j f(x, у) dpy сходится при каждом х £ Ev (функция
(Е, *21)

/ определена на множестве Ег X Е).
Мы будем также для простоты формулировок считать, что

система 01 состоит из замкнутых ограниченных множеств

(см. д. 3, п. 4 и 5) конечной меры. Наконец, мы предполагаем
еще, что все непрерывные функции на множестве Е измеримы
относительно о-кольца на котором задана мера ру.

Теорема З(З.Ш). (О предельном переходе по параметру.)
Пусть 1) f(x, y)-^-g(y) при почти всех у ^Е;

2) при всяком множестве А (А 6 01) функция g

суммируема на множестве А и 1 f(x, y)dpy—-> 1 g{y)d\у,
А Х"Х°А

3) интеграл J(x)= j" f(x, y)d\>.y равномерно сходится

(в• 51)
в окрестности точки х0 £ /;,.

Тогда »

1) несобственный, интеграл J g (у) dpy сходится и

Г (е, 21)
2) lim J (х) = \ g(y)d[ir

л - Л'о (Е, 91)
Доказательство. Установим сначала сходимость

несобственного интеграла j* g (у) dy.r Если интеграл J /(■*’У)^у
(£, 21) . (е, 91)

равномерно сходится на множестве E,f~\V(x0), где V(x0) —

некоторая окрестность точки х0, то по теореме 1 (3.III) при
любом s>0 существует множество As£0l, такое,'что при
Аз А, ЛзЛ (А, А 6 01) и при любом х£Еггл V{x0)
выполняется неравенство

J f(x, y)d]xy
— J f(x, у) dp

A

< s.
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Переходя в этом неравенстве к пределу при х

условия 2) теоремы получаем
х0, в силу

j g{y)dpy— j g{y)dpy <e,

из чего, согласно теореме 1(1.III), и следует сходимость

несобственного интеграла J g(y)dpr
(еЛI)

Переходя к доказательству утверждения 2) теоремы,
заметим, что

• J dfy < f /(•*, У) d\h —\g{y)dpy
(е, 51) И 'а

/(*)■ +

+ j f(x, у) dpу + f g(y)dpy
(я', 510 (Е\ 51')

где Е' = Е\А и 31'= 31 Е . При произвольном числе s О
можно выбрать множество А (А £31) так, чтобы при всех

х £ Et гл V(х0) выполнялось неравенство j f(x, у) dpу <е,
№?’. 51')

а расширяя в случае надобности множество Л, можно

добиться также и выполнения неравенства <8.J* g(y)dpy
(£', 51')

Фиксируя такое множество А, мы видим, что (ввиду
условия 2)) найдется окрестность W(x0) точки х0 (И7(л:0)с V (-^о)),
такая, что при всех л££'1П W{х0) выполняется неравенство

J/C*. y)dpy — \g{y)dpy < s.

Окончательно получаем 3s при всехЦх)— J g(y)dpy
(Е, 51)

x£Exr\ W(x0).
Теорема доказана.
Из теоремы 3 мы с помощью очевидных изменений (ср.

с теоремами 1 и 2 из § 2) можем получить теорему о

непрерывности интеграла по параметру. Мы ограничимся лишь

рассмотрением одного частного случая.
Теорема 4(3.111). (О непрерывности несобственного

интеграла по параметру.) Пусть функция / непрерывна на

множестве Ех X Е и интеграл J(x)= j f(x, у) dpy сходится

(Е, 51)
при каждом x£Zf. Пусть, кроме того, 1) в окрестности
точки х0 £ Ех интеграл J (х) сходится равномерно и 2)
функция / ограничена на каждом множестве Ех X А, где А £ "21.

Тогда функция J непрерывна в точке х0.
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Доказательство. Достаточно проверить лишь

условие 2) теоремы 3 (с функцией g: g (у) =/ (х0, у) (у£Е)).
В силу предположенной ограниченности функции / на

множестве и того факта, что мера множества А конечна,*
мы немедленно получаем равномерную суммируемость
функции / на множестве А в окрестности каждой точки х(+Ех и,
в частности, в окрестности точки х0. Остается сослаться на

теорему 2 § 2 (в которой вместо множества Е следует

рассматривать множество А).
Теорема доказана.

Замечание. В условии 2) достаточно требовать
ограниченности функции / лишь на множествах (V (х^) г\ Et) X А

(А 6 01), где V(x0) — некоторая окрестность точки х0.
Следствие. Пусть Ех= <а, Ь>, функция / непрерывна на

множестве X Е. Если несобственный интеграл J (л;) =

= J f (х, у) dpу равномерно сходится на множестве Ех или

(я, 91)
хотя бы равномерно сходится в окрестности каждой точки

х0 6 Ех, то J есть непрерывная функция на множестве Ех.
Доказательство. Если множество Ех есть замкнутый

промежуток, то функция / ограничена на множестве Ехх А
в силу теоремы Вейерштрасса. Если же промежуток <а, Ь> не

замкнут, то можно воспользоваться замечанием к теореме,
так как каждая точка х0£<а, Ь> имеет окрестность,
пересечение которой с промежутком <а, Ь> замкнуто. Ясно, что

следствие все еще справедливо, если Ех — любое замкнутое
или открытое подмножество пространства R\

Перейдем к вопросу о дифференцировании несобственного

интеграла по параметру.
Теорема 5(З.Ш). Пусть Ех = <а, Ь> и интеграл J(x) —

= I /(•*> У) dpу сходится при каждом х£<а, Ь>. Предпо-
(£.21)

ложим, что

1) функция / непрерывна на множестве ЕхХ Е и имеет

на нем непрерывную частную производную D(1)/;
2) интеграл | Dlf(x, y)dpy равномерно сходится

(£,21)
в окрестности точки хй 6 <а, Ь>.

Тогда функция J имеет в точке х0 конечную производную,
причем

J'(x0) = j D{1)f (x, у) dpy (правило Лейбница). (2)
(£,51)

Доказательство. Возьмем число h Ф 0 так, что

х0 + /i£<a,b>.
* Как было условлено в начале п. 3.2, это всегда предполагается.
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Рассмотрим отношение
J ^х°

;

J(x0 + h) — J (х0)
h

f(x0+h, y)—f(xо, у)

-s-
(£,50

: j F(h, x)d\Ly,
(еЛI)

dpy =

(3)

где F(h, у)=/^ + й,Я-/(хо, у), (Ai?fe()j Xo + A€£i) y€£)>

Положим /^(0, y) = D^f(xо, у) (y££)-
Переходя в (3) к пределу под знаком интеграла, мы сразу

получаем существование производной J' (л0) и требуемое
равенство (2). Для обоснования законности предельного
перехода под знаком интеграла мы должны проверить
выполнение условий теоремы 3. Выполнение условия 1)
очевидно, выполнение условия 2) следует из теоремы
2 (2.III), так как функция /, а с нею функция F

непрерывна, а множества А (А £91) замкнуты, ограниченны и

конечной меры. Остается проверить условие 3) теоремы 3,

а именно проверить, что интеграл J F(h, y)dpy равномерно
(е, 51)

сходится в окрестности точки h — 0. Для этого мы

используем теорему 1. Фиксируя произвольные множества А, А £31»
имеем

JF(K У) dpy — ^F(h, у)^у=1 J £/(*„ +Л, y)d?y
—

А
л

U

-+ y)di>.y — §f(x0,y)diiy—fjf(x0,y)dii:
= -й-[Ф(*о + А)-Ф(*о)], <4>

где мы положили Ф(лг) = ] f(x,y)dpy—J f(x, y)dpy. По тео«
А

А

реме 3(2.111), Ф' (х) = jn(1)f(x, y)dpy — j Dmf{x, y)d?y. Про-
л ~

должая равенство (4), получаем

f F {h, у) dpy-lF(h, у) db = Ф' (xt -fЩ=
A

A

= j D(1) f{xо+ Bh, y) db
- J D(1)/ (x0 + 0A, y) db (6 6 (0, 1)).
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Последнее соотношение показывает, что равномерная

сходимость интеграла J F(h, y)dpy в окрестности точки h= О

(я. 51)

следует из равномерной сходимости интеграла J Dwf(x,y)dpy
(£, 51)

в окрестности точки х= х0, и, таким образом, условие
теоремы 3 проверено и предельный переход, приводящий к

равенству (2), обоснован.

Теорема доказана.

Замечание 1. Если интеграл J D^f(x,y)dpy равно-
(е, 21)

мерно сходится на промежутке <а, Ь>, то функция J'

непрерывна на <а, Ь>, как это вытекает из следствия к теореме 4.
Замечание 2. Теорема, аналогичная теореме 5, верна и

в случае, когда множество Ех — открытое подмножество

пространства Rv.

В заключение докажем теорему об интегрировании
несобственного интеграла по параметру. Как и в теоремах 4(2.111)
и 3(5.11), мы считаем, что Е1 и Е— измеримые по Лебегу
подмножества множеств RV| и R\ ^= = —

меры
Лебега, а 01 — некоторая нормальная система подмножеств
множества Е.

Теорема 6(3.111). Пусть функция / измерима на

множестве Ех X Е, суммируема на каждом множестве Ех X А
(А(й$() (относительно мери (\+v) и интеграл J(x) =

— | /(•*> У) dv-у (х 6 Ех) сходится равномерно на множе-

(я,51)
стве Ех. Если при этом рхЕх < -j- оо, то функция J

суммируема на множестве Ех, а для функции К \к {у) =

— f / (х, y)dy.x (_у (<£')') существует несобственный интеграл
£, 1

j K{y)d^y и \j{x)d\>.x= j К(у)d^y.
(Е, 21) Е, (Е> 21)

Доказательство. Если И„)~=1 — фундаментальная

последовательность для системы и Jn (х) — J f(x, у) dpy
Ап

(х£Ех, п= 1, 2, ...), то функции Jn суммируемы на

множестве Ех (см. теорему 3(5.11)) и в силу равномерной сходимости

интеграла J f(x, у)dpy сходятся равномерно на множестве Ег
(£,51)

к функции J. Отсюда следует суммируемость функции J на

множестве Ех (см. следствие из теоремы 3(4.11)). Обращаясь
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к функции К, мы видим, что она определена и конечна при
почти всех у (*Е и суммируема на любом множестве А £91
(см. теорему 3(5.11)). Таким образом, 91 — допустимая система

для функции К. По теореме Фубини (см. II.5.6) имеем

j>(y)^y = J (j7(*, У)йъ\й*х=
А Е,\А J

= |('у(х)— j fix, y)dpy\dpx=
ЕЛ (£'.51') j

= J J ix)dpx—U j fix, y)dv.y\dv.x,
яЛ(я'5Г) j

где E' —E\A и 9(' = 9X ^ E'. Отсюда

f J(x) dpx—\K iy) dpy < j j / (x, y) dpy dpx. (5)
E{ A El

Так как для любого числа е>0 и любого множества ЛэЛ

А, Ае^З!) для всех х£Ех выполняется неравенство

f fix, y)dpу <е, то

(я', 51')

fj(x)dpx-f K{y)dpA <! щхЕх.
Я, А I

Это и означает, что интеграл j K(y)dpy сходится и ра-

(я,51)

J J{x)dpx.вен

Теорема доказана.

Следствие. Если El=[p, q] ([р, <7] dRl)u функция /
непрерывна на множестве Ех X Е, то равенство

If J fix, у) dpy\dx= I (f f(x, y)dx\dv,y
p \(я,51) / (e, 51) \p J

справедливо при единственном условии,* ято интеграл

j fix, у)d\iy равномерно сходится на промежутке [р, q],
(я.51)

Замечание. Если J/С*. У) dp.у <?(■*) (-«бElt Az>A0,

Л, А0£31), где <?
—

суммируемая на множестве Ех функция,
то теорема верна и в случае, когда |vr£'1 = + oo, притом даже

без предположения о равномерной сходимости интеграла

J ix) = f f{x, y)dpy на множестве Ех.
(в, 51)

* Надо помнить, однако, что система 51 состоит из ограниченных
замкнутых множеств.
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Доказательство. Мы ограничимся доказательством

замечания в случае, когда Е=[а, + со), Щ= ЭД(со)^л Z: и

— мера Лебега. Тогда неравенство j/(*. y)dv-y

(x^Ely ЛэЛ0) превращается в неравенство
i

J fix, у) dy

<?(*)

ср (jc) /0^/<+°°, Ei).

Оно влечет суммируемость функции J (так как |/(л:)К;? {X)

(*£.£)) и неравенство

+ °

(х, /) = j f(x, y)dy = J (л) — j f{x, y)dy
I a

<2<p(x) (/>/<,)•

Ввиду сходимости интеграла J (л) при каждом д: 6 А имеем

ш(л:, I) —>■ 0. Переписывая теперь неравенство (5) в виде

I

j J{x)dv.x-lK{y)dy < J Ш(х, l)d»x (/>/0),
Ех а Ех

I

мы получаем, что \K{y)dy—:r\j{x)d^x, так как (по тео-

а Ех

реме 1 (2.Ill)) j a>(x, l)dpx 0.

3.3. Рассмотрим несколько примеров.
+ оо

Пример 1. Вычислить интеграл a0=J^Z.flfy. Вместо

о

данного интеграла рассмотрим интеграл, зависящий от

параметра, введя «множитель сходимости», который обеспечивает

суммируемость подынтегральной функции при х > 0
+ оо

•/(•*)= j е~хУ dy (х > 0).

+ оо

Так как интеграл ^-^j^dy сходится, то по следствию к тео-

о

реме 2' (с функцией g :£(•*:, у) = е~хУ (х^О, _у>0)) интеграл
J (х) сходится равномерно на промежутке [0, +оо). По

теореме 4 функция J непрерывна на промежутке [0, +со).
Поэтому a0 = ^(0)= lim J{x). Однако, как мы знаем, при х > 0

J(x)=^— arctgx. Таким образом, <х0=у.
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+00

Мы уже показали (пример 1 § 1), что J afy=a0signo>,
о

4-00

С sin (оу , тс

и теперь получаем окончательно |
—— dy =у sign ш.

о

Подчеркнем, что в рассмотренном примере предельный
переход прил->-+0 привел от суммируемых при

фиксированном х>0 функций у)=е~хУ^у- (х, .y]>0)j к несум-

мируемой на промежутке [0, -j-oo ) функции (у>0).
4- оо

Укажем еще один способ вычисления интеграла |* —y-dy,
о

основанный на замечании к теореме 6. При этом мы

используем следующие легко получаемые равенства:
i

\ С • л 1 — e~lx cos I — xe~xl sin / / ^ ЛЧ

а) j sin ydy = (х > 0);
О

4-00

а') J е~х* sin ydy = у~гг (*>0);
О

4-00

б) J
= J е-*Ых Су>0).

о

Если допустить возможность изменения порядка
интегрирования, то мы немедленно имеем

j j ^ J g--rySin ydx^dy=

= J Tj e~*> sin ydy\dx= J =

0 \0 /0

Изменение порядка интегрирования будет оправдано, если мы

убедимся, что интеграл J е~ху sin ydy при всех / > /0 мажори-
0

руется функцией, суммируемой на промежутке (0, +°о). Это
в самом деле так:

1

^ 2
, хе

~л
. 2 хе

х
, ^ ~

^ l
<

I +Х2 4- I +*2
(Л>01)

С

J е~хУ sin ydy
о
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и

j + rjr&j dx< +то-

Пример 2. Вычислить интеграл Лапласа
+ 00

П*) = J пр^У (-*€(—°°, +оо)).-
0

Дифференцируя по параметру (при х>0), получаем

/W= - (л > 0).
О

Функция - не суммируема на промежутке [0, +оо),
однако дифференцирование под знаком интеграла при х>0

-foo

законно, так как, по теореме 2, интеграл J dy равно-

о

мерно сходится на любом сегменте [а, Ь] (0 <а<С^< + °°)
и, значит, равномерно сходится в окрестности каждой точки

промежутка (0, +оо), что достаточно для применения
теоремы 5. Дальнейшее дифференцирование по параметру
невозможно, но нас выручает искусственный прием. Очевидно,

J'(x) — -+Г ysin*y I Тsinxy dv rv—+Г sln^ dy--*J W— j 1 + y2
+ j y

ay 2 J у (l + у3) У 2’

о о 0

Теперь, когда «медленно сходящаяся» часть выделена из
+00 '

интеграла J мы снова можем дифференцировать по

о
+ оо

параметру под знаком интеграла: J"{x) — Г dy (при
ь>

*

О

jc>0). Таким образом, J"(x) = J(x) при х>0. Как известно

из теории дифференциальных уравнений, в этом случае

J(*) = Схех+ С*е-* (при х> 0),
и нам остается определить постоянные С\ и С2. Постоянная CL
равна нулю, так как иначе |У(.к)| * + °°, что невозможно,

4* оо

так как |/(x)|< J ^ -j. Таким образом, J(x)=C2e~x
о

при х > 0. Так как функция J непрерывна в нуле (теорема
2(2.III)), то равенство J(x) = C2e~x сохраняется и при х = 0,

2ба



откуда получаем C2 = J(0)= J Y+y,~ v ■ Итак, J(x) =у erx

о

при x^O, а в силу очевидной четности функции J имеем

окончательно

J(x) = j
е~\*\ при любом .*£(— оо, -fco).

Отсюда, дифференцируя, получаем второй интеграл Лапласа
+ °°

/(л) = J . В самом деле, I(x)— — J'(x) при х > 0 и

о

7(0) = 0, так что ввиду нечетности функции /

I (х) = -^-е~,х1 sign х (х£(—со, + оо)).

Примерз. Вычислить интеграл Френеля-. J = J sin x2dx.
о

При решении мы используем равенства а) и а') из примера 1,
а также равенства:

v С da п

ь> ) прз—
о

г) 7ГI e~'"du =
7f v>0)■

о

Равенство в) получается элементарно, а равенство г) — с по-
-f-оо

мощью интеграла j е dx = (см. гл. II, § 6).
о

С помощью подстановки (x2, = t) немедленно убеждаемся
(см. теорему 6(1.111)), что интеграл

7= J $\пхЫх=-^~ j* -уу-dt
о о

сходится.

Используя равенство г), приходим к повторному интегралу

4-00 /4-00 л

J =
-y=^ j I J e~tu\\nt du\dt.

0 V 0 J

Изменение порядка интегрирования (к чему мы стремимся)
будет оправдано, если мы проверим, что (как этого требует
замечание к теореме 6) при любом / > О справедливо неравен-
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ство
-/ua

sin tdt ^ ср (м) [и > 0), где <p—суммируемая на про¬

межутке [0, + оо) функция.
С помощью а) получаем оценку

i

^е~‘и*sin tdt
^.2 ,

w2 , ч

^ 1 + и* “1“ 1 + ui
~~

и функция 9, очевидно, суммируема.
Изменив порядок интегрирования и используя а') и в),

немедленно имеем

У=
7Г J ( j'sin*ЛУ““W J грл

=

0 \ 0 / 'о

1 К 1 1
Г 7С

IГъ 9 1/9“ 2 V 2]Лс 2/2

Совершенно аналогично может быть вычислен интеграл



ДОБАВЛЕНИЕ 1

НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О МНОЖЕСТВАХ И ФУНКЦИЯХ

Цель этого добавления состоит главным образом в

уточнении теоретико-множественной терминологии, применяемой в

книге. Мы будем исходить из уверенности в том, что смысл

■слова „множество" ясен каждому и что его употребление не

может привести к какой-либо двусмысленности. Мы
ограничимся лишь тем, что разъясним наше понимание термина

„множество", перечислив несколько синонимов, из которых
лишь первый (несомненно, в силу второстепенных и

случайных причин) стал математическим термином: „множество",
„совокупность", „собрание", „набор", „коллекция", „система".

Каждое множество состоит из каких-то вещей, объектов,
или, как часто говорят, элементов. Читателю, вероятно, уже
встречалась запись

•*€ А,

которая означает, что вещь л: принадлежит множеству А, или
что вещь х служит элементом множества А.

То обстоятельство, что вещь х не принадлежит множеству А,
записывается так:

х £ А.

Напомним еще, что если А и В— два множества, то запись

АаВ (или Bz)A)
означает, что для любой вещи х из того, что х(*А, следует,
что х£В, или что всякий элемент множества А является
элементом множества В. В этом случае говорят также, что
множество А есть подмножество множества В, или что множество А
есть часть множества В, или, наконец, что множество А

содержится в множестве В.

Мы будем постоянно использовать известный „принцип

объемности". Так называют утверждение, состоящее в том,
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что два множества А и В равны тогда и только тогда, когда
они состоят из одних и тех же элементов. Говоря точно,
«принцип объемности" означает равносильность следующих двух

утверждений:
Множество А равно множеству В;
АС.В и ВсА.
1. На протяжении всей этой книги мы предполагаем, что

читателю известны три следующих конкретных множества:

множество R всех конечных вещественных чисел (называемое"
также вещественной прямой), множество R, состоящее из всех

конечных вещественных чисел и из двух несобственных

вещественных чисел: + оо (читается „плюс бесконечность") и

— оо (читается „минус бесконечность") и множество R2 всех

комплексных чисел (см. ниже).
Множество R называют иногда расширенной вещественной

прямой.

Для любых двух элементов хну множества R верно
одно и только одно из трех: либо х<.у, либо х > у, лн6ох = у.

При ЭТОМ —oo<X<-j-oo, каково бы ни было число x£R.
Мы считаем известными свойства операций сложения и

умножения конечных вещественных чисел. (По поводу сложения
см. начало добавления 2.) Что касается сложения и

умножения элементов множества R, то мы принимаем следующее
определение.

Определение 1.

«_+(+ ОО ) = (+ ОО ) + я = + СО, каково бы ни было число

a£R, отличное от — оо;

оо) = (— оо)4-#= — оо, каково бы ни было число

a£R, отличное от +оо;
(+ оо)а = а(+оо)=°°, каково бы ни было

положительное число a £R]
(+ оо)а = а(+ оо) = — оо, каково бы ни было

отрицательное число a£R',
(— оо)а = а(— оо) = — со, каково бы ни было

положительное число a(*R;
(— оо)а = а(— со)= + оо, каково бы ни было

отрицательное число а G R]
= —1- = 0; 0-(+оо)=0-(— оо)= (+ оо).0 = (— со)-0= 0.

Последнее соглашение не общепринято, однако для наших

целей оно очень удобно.
Подчеркнем, что символам (-(- оо) + (— со), (— оо) -f- (-(- оо),

(+0О) —(+оо), (— оо) (— оо), МЫ не припи¬

сываем никакого смысла
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В этой KHjxe часто встречается такой оборот: „сумма х + у
чисел х, y£R имеет смысл". Эта фраза означает, что либо
одно из чисел х и у конечно, либо х= у =-J-оо, либо
х = у =

— оо.

Символом /V мы будем обозначать множество всех

натуральных чисел. Мы неоднократно будем использовать

следующие свойства множества N.

1) Если X — какое-нибудь подмножество N, содержащее
хоть одно число, то множество X содержит наименьший

элемент, т. е. существует такое натуральное число k(*X, что

k п при всех п£Х.
2) (Принцип Архимеда.) Каково бы ни было конечное

вещественное число х (т. е. x£R), существует натуральное
число п такое, что х < п.

3) (Принцип индукции.) Если множество X удовлетворяет

следующим трем условиям: /CN; 1£^; из того, что п£Х,
следует, что то X= N.

Символом Na, где k £ N, мы всегда будем обозначать
множество всех натуральных чисел, не превосходящих к.
Символом Z мы будем обозначать множество всех целых чисел, т. е.

множество, состоящее из всех натуральных чисел, нуля и из

всех чисел вида (—«), где «£ N. Отметим, что если AczZ, если

множество А содержит хоть один элемент и если существует
число /.£/?, такое, что x^L при всех х£А, то множество Л

содержит наибольший элемент (т. е. такое число т£А, что

хКт при всех х£Л).
Итак,_ в нашем распоряжении имеется конкретное

множество R. Все конкретные множества, встречающиеся в этой

книге, построены из множества R и его подмножеств. Ниже

идет речь о том, как из уже имеющихся множеств можно

образовать новые.

2. Начнем с того, что введем так называемое пустое
множество — множество, не содержащее ни одного элемента. Это

множество обозначают символом Л. Какова бы ни была вещь х,

верно следующее:

х £ А.

Ясно, что каково бы ни было множество В, выполнено

включение Ас В. Если требуется подчеркнуть, что множество А

содержит хоть один элемент, то говорят, что множество Л
не пусто.

Пусть теперь Л — какое-нибудь множество, Р— какое-ни-

будь свойство, а символ Р(х) обозначает утверждение,
состоящее в том, что вещь х обладает свойством Р.

Можно рассматривать множество В, состоящее из всех

элементов множества Л, обладающих свойством Р.
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Это множество В обозначается обычно так:

{*£ А :/>(*)}.
Ясно, что ВаА.

Итак, всякое свойство Р порождает некоторое подмножество
множества А. Ясно, что и наоборот, если В — подмножество

множества А, то имеется свойство Р такое, что

5={л:6А:Я(л:)}.

Например, в качестве Я можно взять свойство вещи х,

заключающееся в принадлежности к множеству В.

Приведем некоторые примеры.
Пример 1. Если речь идет о свойстве Р вещи х

удовлетворять неравенству х < & и одновременно неравенству х~>а,
где а и b — вещественные числа, то в соответствии с только

что высказанным принципом возникает множество

{х£ R:a<x и *<£}
или

Это последнее множество обозначают так: [а, Ь]. Его называют

замкнутым промежутком с концами а, Ь.
Аналогично определяются открытый промежуток:

(а, b) = {x£ R :а<х<б}
и полуоткрытые промежутки:

[а, Ь) = (л:£ R : а^х < b), (а, Ь]
— R : а <

Пример 2. Если х£А, то, снова в соответствии с нашим

принципом, можно образовать множество

{z£A:z= x}.
Единственным элементом множества, обозначаемого символом

{х}, служите. Одноэлементное множество {л} нужно отличать

от самого элемента х. Если х, у £ А, то множество

[z£A:z = x или z = у}
называют парой элементов х, у и обозначают так: {х, у}
(или {у, х}). Подобным же образом можно образовывать тройки,
четверки и т. д. элементов множества А.

Вот еще один принцип, позволяющий по каждому
множеству А строить новое множество: если А — множество,, то можно

рассматривать множество всех подмножеств множества А. Это

новое множество (называемое иногда для благозвучия
системой, всех подмножеств множества А) мы будем обозначать
символом ^Ь[А].

Мы считаем далее, что каковы бы ни были два множества А

и В, существует множество С такое, что АсС и ВаС.
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В заключение этого пункта условимся еще в одном

обозначении. Предположим, что Т(х)— высказывание, имеющее
смысл при каждом х, принадлежащем некоторому множеству Е.

Запись

Пх) (хвЕ)

будет означать, что утверждение Т(х) истинно при любом х,
принадлежащем множеству Е. Например,

sin * > 0 ^ £ ^0, -Щj ,

или

фг< 1 (-6N).

Точно так же, если Т(х, у, , z)— какое-нибудь
утверждение, имеющее смысл при всех х, принадлежащих множеству Af
при всех у, принадлежащих множеству В, и т. д., то запись

Т(х, у, ...
, z) (х£А, уев, ...

, гбС)
будет означать, что утверждение Т(х, у, ...

, z) истинно,
каковы бы ни были элементы х(х(<А), у (у£ В), ...

,
z (zQC).

Вместо

Т(п) (/i6N)
мы будем писать иногда

7» (« = 1, %...),
а вместо

т(п) (дек*)-
Т(п) (п= 1, 2,... , к).

3. Наряду с понятием множества очень важную роль в

математике играет понятие отображения. Читатель вполне может

считать это понятие первичным и так же, как понятие

множества, не сводимым к. другим, более простым понятиям.

В действительности, смысл' слова „отображение44 может быть

определен совершенно точно с помощью одного лишь понятия

множества.

Сейчас мы, не пытаясь дать точное определение, постараемся
описать содержание термина „отображение". Это слово в

математике имеет целый ряд синонимов. Таковы слова:

„функция", „оператор", „преобразование", „закон соответствия",
„семейство" (к последнему термину мы еще вернемся).

Пусть X и Y—два каких-нибудь множества и пусть <р
—

правило, согласно которому каждому элементу х множества

X ставится в соответствие элемент множества Y. Вот это

правило 9 и называют отображением множества X в

множество Y (или отображением, заданным на мнооюестве X со

значениями в множестве У). Тот элемент множества К, который
в силу правила ср соответствует элементу х множества X,
обозначается символом ср (л;) и называется значением отображе¬
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ния <р на элементе х, или образом элемента х при,

отображении ср.

Следует подчеркнуть, что каждому элементу х множества

X соответствует один единственный образ <р(х).
Необходимо ясно понимать разницу между отображением ср

и значением <?(х) отображения f на элементе х. Первое, как

сказано выше, есть некое правило, закон соответствия. Второе
—

это элемент множества У, соответствующий элементу х по

правилу <р. Таким образом, ® и <р (х)— это совершенно разные

вещи.

Желая определить какое-нибудь отображение, мы будем^
говорить, например, так: „отображение ср со значениями в

множестве R, заданное на промежутке [—1,1] следующим
образом: а(х) — х2 (х£[—1,1])“. Последняя строчка читается так:

значение отображения ср в точке х равно х2 при всяком х,.

принадлежащем промежутку [— 1,1].
Если ср — отображение множества X в множество У, то

говорят, что отображение ср определено (или задано) на

множестве X, а множество X называют множеством (или
областью) определения (или задания) отображения ср; если при
этом Хг с X, то говорят, что отображение ср задано по

крайней мере на множестве Хг.
Если cpj и ср2

— два отображения, то они равны в том и только

в том случае, когда, во-первых, их множества задания равны
и, во-вторых, при всяком х из их (общего) множества задания

значения cpj(x) и ср2(х) совпадают.

Если Хг и Xt— два множества, Х1аХ2, а ср;
—

отображения множества Xt в множество У (г = 1, 2), такие, что срг(д:)=
= ср2(^) при всех х£Хх, то говорят, что ср2 есть продолжение
отображения <рх с множества Хг на множество Х% или что

срх есть сужение отобраоюения ср2 на множество X,, и пишут

<Pl С ®2 ИЛИ = ср2 |^.
Символом ср [Л], где ср

— отображение, заданное по крайней
мере на множестве Л со значениями в множестве У,
обозначают множество {у £ Y: существует х£А такой, что tp(-xO=.y)
(иногда мы будем применять не столь подробное обозначение:
[у6Г:у = ср(л:) и х£А}.

Множество ср [Л] называют образом множества А при,

отображении ср. Если ср [Л] = Y, то говорят, что <р отображает
множество Л на множество Y.

Если <р
— отображение, заданное на множестве X со

значениями в множестве Y, а У0 С У, то символом ср-1 [К0]
обозначают множество

{хех:?(Х)еу0).
Множество ср-1 [Уд] называют прообразом множества У0

при отображении ср.
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При этом не требуется, чтобы К0С<р[.АГ], так что ср-1 [К0]
может оказаться пустым.

Определение 1. Пусть <р
— отображение множества X

в множество Y и пусть <р (хг) ф ср (х2), каковы бы ни были

различные элементы х, и х2 множества X. Тогда
отображение ф называют взаимнооднозначным.

Если 9 — взаимнооднозначное отображение множества X

в множество Y, то, как легко видеть, каждому элементу^ 6 *Р [-ЭД
соответствует единственный, элемент х£Х, такой, что

?(■*) = У-

Тем самым возникает отображение g множества <р [А'] на

множество X такое, что

£(?(■*)) = ■*

при всех х(*Х. Это отображение g называют обратным к

отображению <р и обозначают символом ср-1.*
Определение 2. Пусть ср

— отображение множества X
в множество У, а <|>— отображение, заданное по крайней мере
на ср [ Y] со значениями в множестве Z. Рассмотрим
отображение, которое каждому xQX ставит в соответствие элемент

Ф (? (х)) множества Z. Это отображение называется

суперпозицией отображений и или сложным отображением,
составленным из отображений ^ и ср. Обозначают его так:

ф(ср),
Мы уже упоминали, что вместо слова „отображение" иногда

употребляют слово „семейство". В этом случае принято элементы
множества задания называть индексами, множество задания

отображения—множеством индексов семейства; вместо

„значение отображения на данном элементе" говорят „элемент или

член семейства с данным индексом". Термину „семейство"
сопутствуют и своеобразные обозначения. Они таковы:

Ы (*€*)• (1)
Так обозначается семейство ср с множеством индексов Х\ вместо

<р (х) пишут <р*.
Если Хй С X, то семейство

№х] (Х^Х0)

(иначе говоря, сужение соответствующего отображения на

множество А'о) называют подсемейством семейства (1).
Если множеством индексов служит множество N, то

семейство называют последовательностью и обозначают так:

{хл}~=1, где хп
— элемент семейства с индексом п. Семейство,

элементы которого—вещественные и комплексные числа (по
поводу комплексных чисел см. ниже), мы будем называть

* Не путать с функцией — (см. ниже) в том случае, когда <р [А"] С /?!
У
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числовым семейством. Если элементы семейства ср принадлежат
системе подмножеств некоторого множества Л, то мы будем
говорить, что ср —семейство множеств (или подмножеств

множества Л).
Отметим, что с каждым множеством X связано так

называемое тождественное отображение этого множества на себя.

Так называют отображение /*, заданное на X и такое, что

1х(х) = х

при всех х£Х. Это отображение 1х можно, конечно, называть
и семейством, для которого X служит множеством индексов.

Таким образом, каждое множество X порождает
стандартным образом некоторое семейство 1х. конечно, и каждому
семейству отвечает некоторое множество, а именно множество

всех его элементов. Но вполне может случиться, что разные
семейства имеют одно и то же множество элементов.

Исходя из понятия отображения, можно дать определение
упорядоченной пары элементов х и у множества Л.

Определение 3. Пусть ср— такое отображение
множества X, состоящего из чисел 1 и 2, в множество Л, что ср(1) =
= х, ср(2)=у. Тогда отображение ср называется упорядоченной
парой элементов х и у и обозначается символом (х, у).
Элемент х называется первым, а элемент у

—

вторым элементом

упорядоченной пары (х, у).
Конечно, можно говорить об упорядоченной паре элементов

(х, у), принадлежащих разным множествам: -*£Л, у£В. Ведь
в соответствии со сказанным в конце п. 2 множества Л и В

содержатся в некотором множестве С.
Аналогично определяется упорядоченный набор (хих2,...9хп)

из п элементов хъ х2,..., хп какого-нибудь множества.

Воспользуемся этим определением, чтобы напомнить

читателю, что упорядоченную пару (х, у), где x£R и _у£/?,
называют комплексным числом. Множество всех комплексных чисел

обозначается символом R2 (см. еще п. 5). Если г£/?2, z = (x, у),
то вещественное число х, называемое вещественной частью

комплексного числа 2, мы будем обозначать так: x = Rez,
а число у, называемое мнимой частью комплексного числа,

так: y = lmz.
Символом \z \ будет, как обычно, обозначаться модуль

комплексного числа 2:

\z\ = Y(Rezf -f- (Imг)2.
Читателю, конечно, хорошо известны правила действий

с комплексными числами и их обычная запись, использующая

мнимую единицу / = (0, 1).
Вещественное число х принято отождествлять с

комплексным числом (х, 0). Имея в виду это отождествление, мы

будем считать, что всякое вещественное число является

одновременно и комплексным.
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Подчеркнем еще раз, что в п. 3 не содержится никакого

определения отображения. Разъясняя наше понимание этого

термина, мы употребляли слова „правило", „закон

соответствия", которые ничуть не более понятны, чем само слово

„отображение". Можно было бы дать настоящее определение
отображения, опирающееся лишь на понятие множества. Мы

думаем, однако, что сказанного в п. 3 достаточно для
правильного понимания этой книги.

4. Слово „функция" означает ровно то же самое, что и слово

„отображение". Однако в этой книге, если не оговорено
противное, словом „функция" будет обозначаться отображение
какого-нибудь множества в множество R или в R‘z.

Определение 1.
1. Если все значения отображения / содержатся в множестве

R, то / называется вещественной функцией.
2. Если все значения функции / содержатся в множестве

R, то мы будем называть / конечной вещественной функцией.
3. Если, наконец, все значения отображения / содержатся

в множестве R2, то / называют комплексной функцией.
4. Функция /, заданная по крайней мере на множестве X

и такая, что

/(*)>0 (хвХ),
называется неотрицательной на множестве X.

5. Если / и g— две функции, заданные на множестве X,
то символом /+£■ обозначается функция, заданная на

множестве .Лг1= {я 6 А-: сумма f{x)-\-g(x) имеет смысл} (см.
определение 1 п. 1) следующим образом:

(f+g)(x)=f(x)+ g(x) (хех,).
Аналогично определяются функции fg и X/, где X£R. Функция
f~^g называется суммой функций / и g, a fg — произведением
функций fag.

6. Мы будем говорить, что функция / не превосходит
функции g, и мы будем писать f<^.g, если f(x)<.g(x) при
всех х£Х.

7. Если /—функция, заданная на множестве X, то

символом |/| мы будем обозначать функцию, заданную на

множестве X так:*

1/1 (*)=!/(•*) I (*£Х).
8. С вещественной функцией/, множеством задания которой

служит множество X, мы часто будем связывать две

неотрицательные функции /+, и /_, определенные на множестве X

следующим образом:

/+ (х)z= max\f(x), 0), (jc Р
/-(*)== max {—/(*), 0)

* J —)— OO J = | т— OO ] = -j- OO.
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Отметим простые тождества:

f(x) =f+(x)—f-(x), ,
с Х)

\/(х)\=Г(х)+/-(х)
с '•

Предположим, что X— число и что/—функция, заданная на

множестве X и такая, что

f(x) = \ (х 6 X).

В этом случае говорят, что функция / постоянна на

множестве X. Разумеется, функция / и число X — это разные вещи.
Но иногда в тех случаях, когда ясно, каково множество
задания постоянной функции /, единственным значением которой
служит число А, пишут /=Х.

Если /—вещественная функция, заданная по крайней мере
на множестве Х(Х-^=Х), то символом

SU
X 6

мы будем обозначать наименьшее из вещественных чисел М

таких, что

/(*)■<.Л* (*6*),
а символом

Inf/(я)
хеХ

— наибольшее из вещественных чисел т таких, что

*»</(*) (■*€*)•
Как известно, inf/ (я) и sup/ (х) всегда существуют. Число

хеХ хеХ

inff(x) принято называть точной нижней границей функции /
хеХ

на множестве X, a sup/(,v)—точной верхней границей функ-
хеХ

ции / на множестве X. Если {/ej (16 Щ — семейство

вещественных функций, заданных на множестве X, то sup f. и inf/Е
SeS

5
£ев

обозначают функции, заданные на множестве X следующим

образом:

(sup/s) (*) = sup/£ (х), (infД) (х) = infД (х).
£еВ £e.S ieS

5
ДеЗ

В заключение этого пункта займемся функциями,
заданными на множестве N всех натуральных чисел, иначе говоря

—

числовыми последовательностями.

Мы будем считать известным понятие предела
последовательности конечных вещественных чисел (или комплексных

чисел). Однако в этой книге встречается понятие предела
последовательности {*„}“=,, где xn£R («= 1, 2,...).
Определению этого понятия предпошлем определение окрестности в R.
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О п р е д е л ен ие_2. Пусть x(*R. Если x(*R, то

окрестностью точки х (в R) называют любое множество V С R,
содержащее промежуток (х— 8, х+ 8), где 8 — некоторое
положительное число. Если х= -(-оо) то окрестностью точки, х

(в R) называется любое множество V С R, содержащее
промежуток (a, -j— оо), где а—некоторое конечное вещественное

число. Если х= — оо, то окрестностью точки х (в R)
называется

.

любое множество 'КС/?, содержащее промежуток
[— оо, а], где a£R.
Определение 3. Пусть {хп\~=х— последовательность

вещественных чисел (xn£R, п— 1, 2,...) и пусть a£R. Говорят,
что а есть:, предел последовательности {х„}“=1 (и пишут а =

— Мтхп), если для любой окрестности V точки а (в R) суще-

ствует натуральное число nv такое, что хп£ V при всех «6N,

удовлетворяющих неравенству n>nv.
Нетрудно проверить, что для пределов последовательностей

вещественных чисел верны многие теоремы теории пределов
последовательностей конечных вещественных чисел, в частности

теорема о пределе подпоследовательности. Разумеется, не

всякая последовательность {-^п)Г=1 вещественных чисел имеет

предел. Но со всякой последовательностью вещественных чисел

можно связать так называемый верхний и нижний пределы.
О п ре д е л ен ие 4. Если —последовательность ве¬

щественных чисел, то число

inf (sup хп)
feeN neN

ti>k

называется верхним пределом последовательности [хп)п-\
и обозначается так: lim хп.

П-*- оо

Число

sup (inf хп)
&eN neN

n>k

называется нижним пределом последовательности {.*я}“=1
и обозначается так: lim хп. Ясно, что lim хп lim хп.

п-+ оо П-+ оо

Предложение 1. Пусть !^п}“=1 — последовательность

вещественных чисел. Следующие утверждения равносильны:

1) lim хп = а,
П-*- оо

2) lim хп = lim хп= а.
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Доказательство. Допустим, что lim хп = а, и прове-
«-> ОО

рим, что тогда lim хп^.а. Допустим противное. Тогда найдет-
П-+ оо

ся число а' такое, что lim хп > а' > а,
П-* со

inf ( sup хп)^>а', т. е. sup хп^>а' при всех &6N.
feeN , «€N, n>k neN, n>k

Но это значит, что при любом /j£N найдется число «*6N,
такое, что tik> k и х„ ^>аг. Но ведь lim хп =\\т хп— а,

и мы получаем а^а', что нелепо. Рассуждая аналогично,

проверим, что lim хп. Итак, а < lim хп ^ lim хп ^ а, т. е.
»-*■«

lim хп = lim хп = а.

П-* ОО
00

Допустим теперь, что lim хп= lim хп — а.

Предположим, что а'>а. Тогда inf/ sup < а7, и по-

feeN \rteN, n>k J

тому существует число &a'£N, такое, что sup хп<а'. Но
/zeN, п > haг

в таком случае хп<а' при всех «£N, ti^ka’. Если а= — со,

то отсюда уже следует, что lim хп = а. Предположим теперь,
П-+ оо

что а" < а. Ввиду того, что sup ( inf яЛ
, найдется номер

fteN \/zeN, n>k J

ka„ такой, что inf лг„>а", т. е. хп > а" при всех ft£N,
/ieN, п > ka>>

Если а = -f-°°, то отсюда следует, что lim я,, = а. Если
П -> ос

же — со < -j- оо, то из сказанного выше ясно, что при

я^тах{&а,, ka,,} будет а"<хп<^а', каковы бы ни были

числа а', а", такие, что а"<а<а/. Значит, lim х„=й и в этом
Л-* оо

случае.

Предложение доказано.

Если {fn} ~=1 — последовательность вещественных функций,
заданных на множестве X, то символом Нш/Л мы будем обо-

П~+ оо

значать функцию, заданную на множестве X так:

/ПпГ/Л (■*) = Йгп/„ (■*) (jc 6 X).
у/2-> ов / п-*- оо

Аналогично определяется функция lim/„.
/2-> оо

5. Определение 1. Произведением двух множесте А

и В называется множество всех упорядоченных пар (х, у),
где х£А, а у£В; это множество обозначают символом Ау^В.
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В этом определении не исключается совпадение множеств
А и В. Если же то АхВмВхА —это разные мно¬

жества.

Приведем два примера произведений.
Пример 1. Произведение RXR часто называют

плоскостью, а его элементы — точками плоскости, или

комплексными числами; обозначают это произведение символом R2.
Уже из этого примера ясно, что не всякое подмножество

произведения АхВ представимо в виде АгХВъ где А, с А,
ВуаВ. Например, множество {z£/?2: z — (x, у), х2-[-у2<1}
нельзя представить в таком виде.

Пример 2. Пусть [а, Ь) и [с, d)— два полуоткрытых

промежутка числовой прямой. Их произведение [a, b) X [с, d)
называют полуоткрытым прямоугольником. Конечно, [a, b) X
X [с, d)aR*.
Определение 2. Пусть С — подмножество

произведения Ах В и пусть х £ А. Множество

{у 6 5: (х, у) 6 С}
называется сечением множества С, определяемым элементом

х, и обозначается символом С*.

Так, например, если CdR\ С=[а, Ь)Х [с, d), a x£R, то

Сх — 1^с' если x€Ja’
\ А, если х £ [а, Ь).

Из этого примера видно, что сечение может быть пустым
множеством.

Рекомендуем читателю найти сечения других подмножеств

ллоскости R2, скажем, круга {г£/?2: z = (x, у), x2-f-_y2 < 1}.
Подчеркнем, что сечение Сх (если оно не пусто) не есть

подмножество произведения Ах В, но содержится в

множестве В. Полезно иметь в виду, что утверждение „у £СХ“
равносильно такому: „(х, у)£С“.

Определение 3. Если у£В, то аналогично определяется
сечение

УС={х£А: (х, у)£С].

Разумеется, символ ZC обозначает не то же самое, что С-;
последний символ обозначает подмножество множества В и

имеет смысл лишь тогда, когда z£A (а первый, когда z£B).
Определение 4. Пусть, по-прежнему, С содержится

в произведении Л X В. Множество

{*еЛ: СХ^А)
называют первой проекцией множества С и обозначают так:

Рг,С.
Так же определяется вторая проекция множества С:

Ргпс= {у£В: УС^А].
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Мы уже видели, что сечение Сх прямоугольника [a, b) X
X [с, d) не пусто тогда и только тогда, когда х £ [а, Ь). Стало
быть,

Рг,С=[а, Ь).

Понятно, что РгпС = [с, d). Легко доказать, что Рг,С с PfjC,
если С С С.

Определение 5. Пусть {Ak) (&£N„)—семейство
множеств (v > 2). Произведением

^XAjX.-.XA,
называется множество всех упорядоченных наборов

(хх, х%, ...
, xv), где хх £ Aj, лг2 £ А%, ..Хч £ Ai.

Важнейшим примером служит множество

RXRX... X.R,
v раз

обозначаемое обычно символом R\ Элементы множества Rv
называют точками или векторами. Если x= (Xi, ... , x^^R*,
то число Xj (у = 1, 2, ... , v) называют у'-й координатой,
точки х.

Символом R1 мы будем иногда обозначать множество R

всех конечных вещественных чисел.

Если v = vx-f-v2 (v, Vi, v2£N), to имеется естественное

взаимнооднозначное отображение множества Rb X R'2 на

множество R\ Это отображение элементу х2, ...
, xvJ,

(Ун Уг> • • •
> У,2)) произведения Rn X R

2
ставит в соответствие

точку (zl5 г2, ...
, 2V) множества R\ где Zj — Xj (/£NVl),

Zy = y;_v, (y' = v1-(-l, ...
, V!-f-v2). Имея в виду это

отображение, иногда отождествляют множества /?v и Rv‘ X Rv".
6. Определение 1. Пусть А — множество и

{A} (I6S) (2)
— семейство его подмножеств (т. е. отображение множества

индексов S в множество ^5 [А]). Множество сущест¬
вует ££3, такое, что х £ А^\ называют., объединением

семейства множеств (2) и обозначают так: U М-
£еЗ

Если E = N, то употребляют еще и символ U Ап\ если
П=\ •

Р

S = N_ (/?£N), то вместо U М часто пишут U At, или так:
ЕеЗ 5=1

... U Ар.
Легко доказать, что если В — такое множество, что A%CZB

при любом 16®, т0 {*6-В: существует £ £ Е, такое, чтох£Лг} =
= {.*(< А: существует |£Е, такое, что
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Таким образом, объединение семейства множеств не

зависит от объемлющего множества.
Выше шла речь об объединении семейства подмножеств

некоторого множества. Предположим, что ^оС'ЭДА], где

А— некоторое множество. Пусть /<^о — тождественное

отображение множества на себя»

Определение 2. Объединением системы множеств ^
называют объединение тождественного семейства множеств Лро,
соответствующего системе ^>0.

До сих пор мы говорили об объединении семейства
множеств лишь в том случае, когда все объединяемые множества

содержатся в каком-нибудь одном множестве. Если А и В —

любые два множества, то, как уже говорилось, существует
множество С такое, что А С.С и В а С. Поэтому имеет смысл

их объединение A\j В. Разумеется, эти соображения годятся
и в том случае, когда речь идет об объединении любого

конечного семейства множеств А1У А2, ...
, Ап.

Отметим некоторые легко проверяемые свойства операции
объединения.

1. Пусть {А^) (££Е) и {jBj} (££Е)— два семейства

подмножеств множества А, причем А£с/?е при всех ij£E. Тогда

U А5 с U Bv
5б8

'
£бЗ

4

2. Aj-CUA^ каковы бы ни были семейство {А£} (5£Е)
£ 6 3

подмножеств некоторого множества и индекс ? £ Е.
3. Пусть А и В — два множества. Равенство А^В— А

выполняется тогда и только тогда, когда В а А.
Если {As} (S£E) — семейство подмножеств некоторого

множества и S0 с Е, то символом U Ад мы обозначим
Объединена»

ние сужения семейства {А^} (££Е) на множество Е0.
Используя это обозначение, мы можем высказать еще одно свойство
объединений:

4. 1)А$ С
titles,,

5
£eS

4

5. (Ассоциативность объединения.)
Допустим, что множество Е совпадает с объединением

семейства {Еч} (y]£//) своих подмножеств и служит

множеством индексов для некоторого семейства [А{\ (££Е)
подмножеств некоторого множества. Пусть B4—\JAi Тогда

ДеЕ,,
и fi,= U4

т] € Н ДеЗ

Доказательство. Если х£ U Вп, то существует индекс
г\еН

?! £// такой, что х£В-= U Ад; значит, существует индекс
1

SeS—

"Ц
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££Е- такой, что .*6АГ, а так как Е-с U Е„ —Е (см. свой-
1 '

.

4
т]б я

ство 2), то ££Е. Таким образом, х£ U М и U Вп С U Ai.
£ е S

_ 7] 6 Н £ 6 S

Если же x£LME, то х£А]г при некотором ?£Е; но так как
£ 6 S

Е = U то § 6 ^ ПРИ некотором у £ Н, так что Лг с U At = В-
Н ЕеЗ^

(см. свойство 2). В свою очередь, В- с U В
, и потому

у]еН ^

х £ U вп. Значит, U AjC U Вп, и наше утверждение доказано.
г} € Н £ е S, т\ъН

Предположим теперь, что семейство подмножеств

некоторого множества имеет множеством индексов множество Т X U

(произведение множеств Т и U):

{Ли. и)) ((t,u)£TXU).

Если и£ U, то положим B-=\{t, u)£TxU: и= и}. Тогда,
очевидно, Т X U= U Ви.

ueU

Применяя эти обозначения, сформулируем еще одно
свойство объединений.

6. U A(t,U)= U f U .

(t,u)eTxU ие U \(t, и)еВи )

В правой части этого равенства стоит объединение семейства
множеств/ U A{t,U)\ (и 6^0-

\(t, u)eSu J
Доказательство сразу следует из свойства 5.

Часто объединение U A(t,„) обозначают так: U Ац,и\.
U,u)eBu teT

В соответствии с этим можно записать:

U A/.«)=U (VA(t,u)\.
(t,u)eTxU ueU\teT J

Легко понять, что верно также и равенство

U Л(,,„)= U f U
(t,u)eTxU te Т \ueCJ )

Отметим еще одно легко доказываемое свойство операции

объединения множеств (это свойство естественно называть

коммутативностью).
7. Пусть {А^} (££Е)— семейство подмножеств множества А

и пусть ср— взаимнооднозначное отображение некоторого
множества Н на множество Е. Тогда

U Ay (tj)
= (J А%.

7)6Н SeS

В левой части этого равенства стоит объединение^ семейства

{Ар(ч)} (^G^), представляющего собою сложное отображение,
составленное из отображений ср и отображения (2).
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Определение 3. Множество {х£Л: х£Ле при любом

EGS) называется пересечением семейства мнооюеств (2) и

обозначается так: П Л*. Если Е = N, то вместо П Л. часто
ЕеЗ

5
EeN

'

оо п

пишут П Л
,
а если 3 = N„, «GN, то Г) Лъ или А-,г\А%г\...

п=1 ft=l

... глАп.
Исследование свойств пересечений во многом аналогично

только что проведенному исследованию свойств объединений.
Легко- проверить, что множество П Л£ не зависит от объем-

U3
лющего множества Л (если Е не пусто).

1'. Пусть выполнены условия 1. Тогда

П Л$ С П
Sea.

q
£еа

2'. At- Z) П Л-, каковы бы ни были семейство (2) и индекс
US

i€S-
3'. Пусть А и В— два множества. Равенство АглВ = А

выполняется тогда и только тогда, когда А С В.
4'. Пусть выполнены условия 4. Тогда П Л^ D П ЛЕ.
5'. Пусть S='(JS4. Положим Вп= Г) Л? (т]6^0- Тогда

t|6Н US^
П^=П5,-
US 7}GH

Предоставляем читателю сформулировать и доказать аналог

свойств 6 и 7.

Следующее утверждение напоминает дистрибутивное
свойство умножения чисел.

Предложение 1. Если В а А, то Z? n U Л5 = U ^ Л£)
и В kj П ЛЕ = П (Вгл ЛЛ.

£еЗ
4

Sea
4

Доказательство. Докажем, например, первое из этих

равенств. Если Bn (J Л, то х(<В и существует индекс
_

Us

les, такой, что x(*Af. Но тогда x£Br\Aj-, и потому

х£ U (ВглАЛ.
Us

_

Пусть х £ U (В пЛ£). Тогда существует индекс 1GE, та-

Us

кой, что х^ВглАг, а тогда х(«В и U Л£, так что

£ 6 3

я 6 В гл U ЛР
5еа

s

Первое равенство доказано. Второе доказывается столь же

просто.

Определение 4. Если Л и В — два_подмножества
множества С, то множество {х£С: х£Л, я£5} называют

разностью множеств Л и В и обозначают так: Л\5.
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Множество С\В называют дополнением множества В

относительно множества С и обозначают символом В'.

Конечно, В' зависит от объемлющего множества С, что не

отражено в обозначении. Но обычно из контекста бывает понятно,
относительно какого множества берется дополнение.

Читатель легко докажет, что А\В— Аг\В', где Си А,
CzdB и что (В'У = В.

Предложение 2. Пусть {/ЭД (££Е) — семейство
подмножеств множества С. Тогда

(ияеу=пв;UeS ) ЕеЗ
5

(имеется в виду дополнение относительно множества С).
Доказательство. ^ U

= {-*6 С:х(* U -Ss|
= {x£ С: не

существует _индекса ££Е, такого, что = [х£В: при
всех ££Е х£5^) = {*£C: при всех ££Е х££е} = П В$.

£ 6 S

Замечание. Столь же легко можно доказать, что (в
обозначениях предложения 2)

(пвл'=ия;.\ies V ЕеВ
6

Предложение 3. Пусть {Еп}“=1
—

последовательность

подмножеств некоторого множества Е. Тогда

U Еп=1)Еп, (3)
/2=1 /2 = 1

А А

где Е1 = Е1, Еп = Еп\Еп_1 («= 2, 3, ...). Если к тому же

последовательность ~=1 возрастает, т. е. если Еп С £«+i при
А А

всех п £N, то Ekr\ Ег = Л при k^=l (k, /£N).
А

Доказательство. Ясно, что EnCZEn (п= 1, 2, ...), и
00

/Ч
00

потому (свойство 1) U End и Еп.
/2=1 /2=1

80 ОО

Докажем, что U Еп с U Еп. Пусть х£(J Еп. Рассмотрим
/г=1 /2=1 /2=1

множество

{п£К:х£Еп)=Кх.
Это множество не пусто и состоит из натуральных. чисел.

Значит, имеется натуральное число пх, такое, что х^ЕПх
А

и пх^п при всех п£Кх. Если пх= 1, то x£Elt т. е. х£Еи
00

А

и тем более U Еп. Если «^>1, то х£Е„х и х^Е„х-1, так
/2=1

/Ч /Ч

что х£Епх\Епx-i —Еп ; поэтому во всех случаях л:£ U Еп,
/2=1

и (3) доказано.
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Остается проверить, что если EnczEn+l при всех п (n£N),
УЧ Л /Ч

то Ek гл Et
— А при кф1 (к, 1= 1,2,...). Пусть &< I и х^Е^.

Тогда х£Еь, атак как —1, то Е^аЕ^ и x^Et.x. Но
Л

в этом случае х£Ег. Наше предложение доказано полностью.
7. В этом пункте мы коротко остановимся на

классификации множеств по богатству запаса их элементов. В основе этой

классификации лежит следующее определение.

Определение 1. Если существует взаимнооднозначное

отображение множества А на множество В, то говорят, что

множество А равномощно множеству В.

Пр едложение 1. 1. Всякое множество равномощно

самому себе.

2. Если множество А равномощно множеству £, то и

множество В равномощно множеству А.

3. Если множество А равномощно множеству В, а

множество В равномощно множеству С, то множество А равномощно
множеству С. /

Доказательство. 1. Тождественное отображение 1А
(см. п. 3) множества А на себя, очевидно, взаимнооднозначно.

2. Если <р
— взаимнооднозначное отображение множества А

на множество В, то ясно, что ср-1 (см. п. 3) —
взаимнооднозначное отображение множества В на множество А.

3. Если ср — взаимнооднозначное отображение множества А
на множество В, а ф — взаимнооднозначное отображение
множества В на множество С, то суперпозиция фоср (см. п. 3)г
как нетрудно видеть, — взаимнооднозначное отображение
множества А на множество С.

Доказательство закончено.

Определение 2. Множество А называется конечныму

если существует такое натуральное число /г0, что множество А

равномощно множеству NWo. В этом случае натуральное число

называют числом элементов множества А. (Можно доказать,
что число п0 не зависит от конкретного отображения,
взаимнооднозначно отображающего множество А на множество МЛо.)
Непустое множество, не являющееся конечным, называется

бесконечным. Множество, равномощное множеству N всех

натуральных чисел, называется счетным. Конечные и, счетные

множества объединяют под общим названием не более чем.

счетных.

Тривиальным примером счетного множества служит
множество N (см. утверждение 1 предл. 1).

Другие, более интересные примеры будут приведены
позднее.

Предложение 2. Произведение двух счетных множеств

счетно.
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Доказател ьство. Докажем сначала, что множество NXN
счетно. Для этого рассмотрим отображение ср множества NXN
в множество N, заданное следующим образом:

?((А q)) = 2p~x{2q-\) {{р, q)£ N X N).
Легко понять, что ср

— взаимнооднозначное отображение.
В самом деле, если 2р1~1 (2дг — \) = 2р2~1 {2q2—1), то число рх
не может быть меньше числа /?2, так как в противном случае

оказалось бы, что четное число 2Рг~Рг (2q2—\) равно нечетному
числу (2ql—1). По той же причине и число р2 не меньше

числа ръ так что р2—р1. Но в таком случае 2qx—\=2q2—\
и ?i = ?2.

Справедливо равенство cp[NxN]=N, так что ср

отображает множество NXN на N. В самом деле, пусть tt£N
и пусть р — 1 — показатель степени, с которой число 2 входит

в разложение числа п на простые сомножители (р > 1). Тогда
число ~р:=г» очевидно, нечетное, и потому при некотором q£ N

n=2p~l (2q-\) = ^((p, q)).
Итак, множество N X N счетно.

Предположим теперь, что А и В — счетные множества, так

что существуют отображения ср и ф, из которых первое
взаимнооднозначно отображает множество А на множество N, а

второе
— множество В на множество N. Рассмотрим отображение /,

заданное на произведении А X В равенством

/((•*, У)) —(?(*), ФОО) ((•*. J)6-A X В).

Легко проверить, что /—взаимнооднозначное отображение
множества А X В на множество N X N, и потому эти два

множества равномощны. Но, по доказанному, множество N X N

счетно. Значит, согласно утверждению 3 предл. 1, счетно

и множество А X В.

Предложение доказано.

Предложение 3. Всякое непустое подмножество
множества N всех натуральных чисел не более чем счетно.

Это предложение можно сформулировать и иначе: всякое

бесконечное подмножество множества N счетно. Идея
доказательства очень проста: если А — бесконечное множество

натуральных чисел, то наименьшему из них присвоим номер 1,
обозначив его символом рг; наименьшему из чисел, входящих

в Л и отличных от ръ присвоим номер 2, обозначив его

символом р2. Рассуждая и далее таким образом, мы „занумеруем"
все числа множества Л, чем и будет доказана счетность этого

множества.

Однако осуществить эту идею не столь просто.

Доказательство. Сначала отметим следующее простое свойство

натуральных чисел: пусть ср
— строго монотонно возрастающая

последовательность натуральных чисел; тогда y(k)>k при всех В самом деле,
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если k~\, то это утверждение тривиально. Если оно справедливо при каком-

нибудь k, то ввиду того, что ср (k -f 1) > <р (k) > k, имеем ср (k + 1) > k + 1.

Значит, согласно принципу математической индукции, y(k)>k при всех N.

Пусть теперь А — бесконечное множество натуральных чисел. Рассмотрим
множество X, состоящее из всех натуральных чисел обладающих
следующим свойством: существует такое отображение срА множества
в множество Д что

1) *л(0 < ?*(* + !) (/=1. 2, Л-1),
2) если п(*А и /1 < ср^ (Л), то n = yk(i) при некотором N^.
Ближайшая наша цель состоит в доказательстве равенства X=N. Для

достижения этой цели достаточно проверить, что, во-первых, 1 £ X и что?

во-вторых, из включения k £ X следует, что k + 1 £ X.

Множество А, будучи не пустым, содержит наименьший элемент.
Обозначим его через рх и положим ср1(1)=/?1. Рассмотрение отображения ср2
одноэлементного множества {1} в множество А убеждает нас в том, что 1

Предположим теперь, что k£X. Обозначим через ph+i наименьшее из

натуральных чисел, содержащихся в А, и больших, чем срЛ (k) (такие имеются,
ибо А — бесконечное множество). Теперь рассмотрим отображение cpfe+1
множества в множество А такое, что yfc+lZD (см-п- 3) и cpft+1 (k + l)=/?ft+1 e

Проверим, что это отображение обладает свойствами 1) и 2) (с заменой k
на k -f-1).

1) Если i£N*+1 и i<k, то i+ 1 6N* и = (*'+l)=?*+i («'+!)-
Если же / = k, то <fk+1 (г) = <fk (k) < рш = (k + 1) = (i + 1).

2) Пусть п(*А и n < cp^+1 {k -f- 1). Если n — cpft+1 {k -f- l), то доказывать
нечего. Если n<yk+l (k + 1), то n<yk(k), ибо в противном случае оказалось
бы, что ср£ (k) < п < pk+l = ср£+1 (k + 1), а это противоречит определению

числа Pk+i- Но раз п< срЛ(&), a k(*Xy то n = ^>^ (i) при некотором / = N&,
а потому « = ср^+1 (/). Итак, y\T=N.

Рассмотрим построенную нами по индукции последовательность

отображений Взяв произвольное число ££N(=A), положим ср (6) = ср^ (k)^
Проверим, что ср

— взаимнооднозначное отображение множества N на

множество А (и тем самым завершим доказательство). Во-первых, <р (k) =
= 4k (£) < <P&+i + *) '= 9 (& + О- Отсюда, рассуждая по индукции, легко

вывести, что ср (&') < ср (k"), если k\ и k' <k". Поэтому отображение ср
взаимнооднозначно. Осталось убедиться в том, что ф [N] = Д.

Пусть п(<А. В силу замечания, сделанного в начале доказательства,
п < ср (п) = cprt (п). Теперь воспользуемся свойством 2) отображения ср^ при
k = п и найдем число i£Nnt такое, что срЛ(/) = м. Но ведь срЛ (/)= <р^ (/) —ср (0^
так что ср (/) = п.

Предложение доказано.

Следствие 1. Любое подмножество не более кем счетного

множества не более чем счетно.

Доказательство. Если А — не более чем счетное

множество, В— его подмножество, то пусть ср
—

взаимнооднозначное отображение множества А на множество N (если А счетно)
или на множество N„ (если А конечно и состоит из п

элементов). Тогда сужение срв' отображения ср на множество В

представляет собою взаимнооднозначное отображение множества В

на множество [В] CN, которое, согласно только что

доказанному предложению, не более чем счетно.

Следствие 2. Образ не более чем счетного множества

при любом отображении — снова не более чем счетное

множество.
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Доказательство. Очевидно, достаточно доказать это

утверждение только для множества A=N или A = N„
(п= 1, 2, ...). Пусть ©— отображение одного из этих

множеств в некоторое множество Y. Для любого у £ <р [А]
рассмотрим множество ср-1 [{у}] и обозначим через ф (у) наименьшее
из чисел, содержащихся в <р-1 [{у}]. Отображение ^
взаимнооднозначно: если у'фу", у', У'6?[-^],то ?-1[{У}]^?_1[(У")] = А,
так что ф (у') ф ф (у"). Вместе с тем множество ф [ср [А]], будучи
частью множества N, не более, чем счетно. Следствие доказано.

Следствие 3. Если S1 — конечное, а 32 — счетное

множество, то множество Ех х s2 счетно.

Доказательство. Очевидно (ср. с доказательством

предложения 2), достаточно рассмотреть лишь тот случай, когда

E1 = Nfc при некотором N, a E2 = N. Ясно, что X NcNxN,
так что множество X N не более, чем счетно (согласно
предложениям 2 и 3). Вместе с тем оно, очевидно, бесконечно.

Значит, оно счетно.

Определение 3. Условимся называть семейство

множеств {Ае} ($£Е) счетным (конечным, не более, чем счетным),
если его множество индексов Е счетно (соответственно конечно,
не более, чем счетно).
Предложение 4. Объединение не более чем счетного

семейства не более чем счетных множеств —снова не более

чем счетное множество.

Доказательство. Рассмотрим сначала произведение
Е X N. Если множество Е счетно, то это произведение тоже
счетно (предложение 2). Если же множество Е конечно, то

множество Е X N счетно по следствию 3 к предложению 3.

Поскольку каждое из множеств А% не более, чем счетно,

то при любом ££Е существует взаимнооднозначное
отображение ср5 множества N (или М„£ при некотором ra5£N) на Av

Рассмотрим теперь подмножество X произведения ExN,
состоящее из всех упорядоченных пар (S, п), где ?£Е, a

если А, конечно, и я—любое натуральное число, если множество

А5 бесконечно. Согласно следствию 1 к предложению 3,

множество X не более, чем счетно. Введем теперь отображение <р
множества X в множество U А£, заданное следующим образом:

?((?, я)) = М») ((*,»)€*)•

Легко понять, что <p'[A1 = U АР, и множество U А, не более,
?63

'
ЕеВ

5

чем счетно, как образ не более, чем счетного множества.

Предложение 5. Множество всех рациональных чисел

счетно.

Доказательство. Множество R+ всех положительных

рациональных чисел равно образу счетного множества N X N
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при отображении, которое паре (р, ^)£NXN ставит в

соответствие рациональное число , и потому не более, чем счетно

(предложение 3, следствие 2). Множество /?_ всех

отрицательных чисел, очевидно, равномощно множеству всех

положительных рациональных чисел, а множество всех рациональных
чисел равно объединению трех множеств: R+, R_ и {0}.
Согласно предложению 4, оно не более чем счетно, а так как

оно бесконечно, то оно счетно.

Предложение доказано.

Важно отдавать себе отчет в том, что не всякое

бесконечное множество счетно. Так, например, множество R несчетно,
так же, как и любой промежуток [а, Ь], (а, Ь) или [а, Ь)
при а<^Ь.

Предоставляя читателю доказать, что любые два непустые
промежутка вещественной прямой равномощны, ограничимся
лишь доказательством следующего предложения.

Предложение 6. Промежуток [0, 1] несчетен (т. е.

не есть счетное множество).
Доказательство. Будем рассуждать от противного.

Предположим, что существует взаимнооднозначное

отображение <р множества N на отрезок [0, 1]. Рассмотрим промежутки

[о, -y-J, -y-j, |^-, 1 . Пусть Дх— тот из них, который

не содержит числа <р(1). Предположим, что и что {Д„}
(rt£Nft) — семейство промежутков, обладающее следующими
свойствами:

1) Д„ — замкнутый промежуток (п. 2, пример 1) при любом
«GN*;

2) Д„3йя+1 («GN^);
3) ?(«)6ДЛ (»€N*).
Пусть ДА=[аъ fy. Рассмотрим три промежутка

[«,. + [»» +
[«.+ -№*г“*). ь]. (4)

Хотя бы один из промежутков (4) не содержит числа cp(ft-f-l).
Обозначим его символом ДА+1. Тогда семейство {Д„} (ra£Nft+i)
обладает свойствами 1), 2), 3), только k нужно заменить на k-\-1.

Таким образом, применяя метод математической индукции

(ср. с доказательством предложения 3), заключаем, что

существует последовательность замкнутых промежутков (Д„) (ra£N)
такая, что 9(«) £ДЛ, Д„ Z) Д„+х и Д„ С [0, 1] при всех

натуральных п. Согласно известному свойству множества вещественных
ОО оо

чисел, П дл ¥= А. Пусть П дл- Число с. очевидно, со-
/2 = 1 /1=1

держится в промежутке [0, 1]. Вспомним, что ср отображает
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множество N на промежуток [0, 1]. Поэтому существует

номер w06N, такой, что с = <?(п0). Но в таком случае Д„0
и тем более eg П Дя.

/2—1

Мы получили противоречие. Предложение доказано.

ДОБАВЛЕНИЕ 2

СУММИРУЕМЫЕ ЧИСЛОВЫЕ СЕМЕЙСТВА

Теория суммируемых семейств, излагаемая в этом

добавлении, представляет собой простое обобщение хорошо известной
читателю теории абсолютно сходящихся числовых рядов.

Доказательства теорем будут производиться в соответствии с

идеями теории рядов, и в конце концов окажется, что в

некотором смысле изучение всякого суммируемого семейства
сводится к изучению абсолютно сходящегося ряда. Однако в

теории интеграла (см. гл. II) очень часто приходится иметь

дело с числовыми семействами, для которых индексами
служат элементы довольно разнообразной природы (например,
элементы разбиения или точки множества Rv с целыми

координатами). Было бы очень неудобно каждый раз производить
упомянутое выше сведение к теории рядов.

Мы считаем известным понятие суммы конечного семейства

вещественных (конечных или нет) или комплексных чисел.

Напомним, что если {а5} (£6®) — такое семейство, то его

сумма обозначается так: 2 ае или Если & = Nn (fi£N), то

5ез в

П

применяют и такое обозначение: или а\ + аг + • • • + ал*

~

5=1

Если ScS, то символом 2 а% обозначается сумма подсе-

£е1Г

мейства, отвечающего множеству Е.

Если все числа а£ комплексные или конечные вещественные,

то символ 2 всегда имеет смысл. Если известно лишь, что
В

a^R (?£Е), т0 этот символ может и не иметь смысла (см.
д. 1, п. 1).

Нам неоднократно придется применять сочетательный и

перестановочный законы сложения. Напомним их.
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1. Если S — конечное множество, S= U Еч> где {Е,,} (-ц^Н)
7]€Н

— конечное семейство подмножеств множества Е} причем

ET)'^S1J" = A (7j'=^=7j"), а сумма имеет смысл, то имеют

ЕеЗ

смысл все суммы ]У] а% (ч\£Н) и 2а£==.2 S ai-
£еЗ^ £еЗ тг]6Н ЕеЗ^

2. Если сумма 2 ае имеет смысл, а ср
— взаимнооднознач-

£бЗ

ное отображение множества Н на множество Е, то и сумма

2j ^o(TJ) имеет смысл и

ту&н
*

£бЗ 7]6Н

Условимся в этом добавлении обозначать символом [А]
множество всех конечных подмножеств множества А.

1. Определение 1. Пусть

К) (6GS) (1)

— счетное семейство конечных вещественных или комплексных

чисел. Число /, конечное, вещественное или комплексное,
называется суммой семейства {a^j ($£Е), если для любого

положительного числа s найдется конечное множество EgcE

такое, что, каково бы ни было конечное множество Е, удовле-

творяющее условиям: ЕсЕ, ЕесЕ, выполняется неравенство

1

Неа'

< £.

Если такое (конечное) число / существует, то семейство

(a£J (£6®) называется суммируемым.

Можно было бы высказать это определение, не предполагая
счетности множества Е. Если множество Е конечно, то мы

пришли бы к уже известному понятию суммы конечного

семейства чисел (в самом деле, в качестве I нужно взять

обычную сумму; тогда при любом е>0 роль множества Ег играет
просто все множество Е); с другой стороны, допустив, что

множество Е бесконечно и несчетно, можно было бы доказать,
что если существует число I со свойствами, описанными в

определении, то множество {£ 6 Е : а% Ф 0} не более чем счетно.

Кроме того, в приложениях нам придется иметь дело только

с не более, чем счетными семействами вещественных чисел.

По всем этим причинам мы и высказали определение суммы
лишь для счетных числовых семейств.
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Замечание 1. Если (1) — семейство комплексных чисел,
то оно суммируемо тогда и только тогда, когда суммируемы
два семейства вещественных чисел

{Rea,} (56S), (2)

{Ima5} (|6S), (3)
и если выполнено это условие, то

2 аг = 2 Re ai + 12 Im аь (4)
5бЗ EeS EeS

f <

Доказательство. Пусть E — какое-нибудь конечное

семейство индексов, а I — какое-нибудь комплексное число,

1 = Иг {1Ъ 46 Я). Тогда

2 Re ai к
Eels

2 Im a5
— /2

ЕеЗ

(5)
Если семейство (1) суммируемо, а I— его сумма, то для

любого положительного числа е можно подобрать такое

множество Ее £ %in [Е], что 'S «5 — I

-1 < 2 Rea6 — /j + 2 1шл5 —/2
Ее S Еев' ЕеЗ

<е при всех E (е

3DEs). Из неравенства (5) следует, что при тех же условиях

< е.2 Reae--к /Л со 2 im —к
Ее s Eelf

Значит, семейства (2) и (3) суммируемы и выполнено (4).
Предположим теперь, что семейства (2) и (3) суммируемы,

и пусть /i —2 Retff, /2 = 2*та£- Найдем два конечных мно-

ЕеЗ ЕеЗ

2 Reae— 1Хжества индексов и
таких, что

2 2
Ее S О)

для любого S1 [S]), содержащего и

2 Im а5
— /2

Ее в2

для любого S2 (S2g [В]), содержа¬

щего S_8_- Если и [S], то из не-

2 2 2
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равенства (5) следует, что ^s, так что число / =2v
EeS

= оказывается суммой семейства (1).
Замечание доказано.

Определение 2. Пусть (aj (£6®) — счетное семейство

вещественных (не обязательно конечных) чисел. Будем
говорить, что сумма этого семейства равна + оо (или —со), если

для любого (конечного) вещественного числа I существует
конечное множество Sf, содержащееся в множестве Е, и такое,

что каково бы ни было конечное множество индексов Е,

удовлетворяющее условию ЕэЕь сумма 2 а% имеет смысл и выпол-

Se 3

няется неравенство 2 az > Ч или> соответственно, 2 а% < М •

EelT \ ЕеТ )
Говорят, что семейство {а£} (;£ Е) имеет сумму, если оно

суммируемо или если его сумма равна + °° или
— оо.

Предложение 1. Если семейство вещественных чисел

{ai} имеет сумму, то все члены а5 этого семейства та¬

кие, что |а?[ = + оо имеют один и тот же знак (совпадающий
со знаком суммы), т. е. либо все положительны, либо все

отрицательны.

Доказательство. Если наше семейство суммируемо,
то бесконечных членов нет по определению. Пусть

2 — + 00
• (6)

Еез

Докажем, что тогда а^ф— со при всех ££Е. Допустим
противное: = — °° при некотором £0 £ В. Из равенства (6)
следует, что существует конечное множество Е0 такое, что

Е0сЗ, и для всех конечных множеств индексов 3,

содержащих Е0, сумма имеет смысл и выполняется неравенство

Eesf

>0.

£еТ

Присоединим к множеству Е0 индекс %0, точнее, рассмотрим

множество] S=E0w(&0}.
; X Это множество конечно и содержит Е0. Однако если сумма
конечного семейства вещественных чисел, среди членов

которого находится —

оо, имеет смысл, то она равна
—

со, и

потому

а
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Если 2as = ~~00
> т0 совершенно тем же способом мы

Ееа

докажем, что Ф + со при всех £ £ Е.

Предложение доказано.

Следующее предложение показывает, что суммируемые
семейства обладают свойством линейности.

Предложение 2. Пусть (IGS) и {^} (SG^) — два

суммируемых числовых семейства и пусть X — комплексное

число. Тогда
1) семейство (££22) суммируемо и

ЕеЗ £еВ ЕбВ

2) семейство {Xa£j (£G^) суммируемо и

Еез
^

ies

Доказательство. Докажем первое утверждение. Взяв
число е > 0, найдем конечные множества индексов Ее и Е£,
такие, что

Ее

2 «,-2»
«7 !«3

2*.-2*.
Ее з" ЕеЗ

<—9 >

каковы бы ни были конечные множества индексов S', Е"

такие, что Е'зЕ6' и Е"зЕ”. Положим E£ = E'wE’. Если Е —

конечное множество индексов, содержащее Ее, то оно

содержит оба множества Е', Е". Стало быть,
^ -

+2(aE+ ^s) “-(2аЕ + 2^) < 2«е--2«е
\ № Еез J Ее 3

ЕеВ

+

Еез
ЕеЗ

<—4- —^ 2 ‘ 2
:е.

Итак, любому числу е>0 отвечает конечное множество

индексов Е такое, что

2<А+6Е)-(2аЕ+ 2М
ЕеТ \£6S 568 /

<•»

каково бы ни было конечное множество индексов В,
объемлющее Ее. Но в этом и состоит первое утверждение.
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Второе утверждение доказывается аналогично.

Предложение доказано.

Предложение 3. Допустим, что {Зч} (y)£Н) — конечное

семейство подмножеств множества 3, такое, что

3 = и з
,
3 ,^В „ —Л, если v/tM"

irjeН
1

■

‘

Если подсемейство {а£} (££3,,) семейства (1) суммируемо при

любом-'»)6//*, то и семейство (1) суммируемо и

2
ЕеЗ

а. =2(2т£Н ^еЗ^

Доказательство. Положим / = (г\£Н). Пусть

в — какое-нибудь положительное число и пусть/;
— число

элементов множества N. При любом существует конечное
множество &

, такое, что

з сн ас <

каково бы ни было конечное множество индексов 3 с 2Ч,
содержащее множество

Г]-

Положим S'= U S' Множество S', очевидно, конечно.

7]бН

Ясно, что 2 ai= 22 для любых конечных множеств индек¬

се s rfiH Ее зТ1

сов S , таких, что 3,-^3,,» = Л, если vi'=£n" и 3= U Еп
1qetf

(в силу ассоциативности сумм конечных семейств). Поэтому

а.

Ее з

V /
jU \ 2 2 “.-2',

tjeЯ
Ее 2 щН

2|г2«6-0 <2 2 «-I, <Р-Т-=8
фН\^Ее з^ J т\ъН £б 3^

г

(s;cs,csv з = ив,),
каково бы ни было конечное множество индексов S (ней) ,

содержащее множество S'. tl6//

* Всюду ниже мы считаем, что если {яс} (££3) — какое-нибудь
числовое семейство, то 2 а% ~

ЕеД
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Итак, число 2 К обладает свойством, описанным в опре-
т\еН

делении 1. Значит, оно и есть сумма семейства (1), и

предложение доказано.

2. Сейчас мы укажем необходимое и достаточное условие
суммируемости числового семейства. Его редко применяют для
установления суммируемости конкретных семейств, но оно

часто бывает полезным при доказательстве теорем о

суммируемых семействах.

Предложение 1. Числовое семейство (1) суммируемо
тогда и только тогда, когда для любого положительного

числа е существует конечное множество индексов Se (Se с2),
такое, что 2 «5

$еЗ*
<е, каково бы ни было конечное множество

индексов В* (2*с2), не пересекающееся с 2е.

Доказательство. Необходимость. В соответствии

с определением суммируемого числового семейства найдем

конечное Множество индексов 2^, такое, что, 2 аь~ I
2

при любом конечном множестве индексов 2 (Вен),
содержащем 2_s_. Проверим, что в качестве множества 2s, о кото-

2

ром идет речь в формулировке этого предложения, можно

взять множество 2^_. В самом деле, предположим, что 2* —

2

конечное множество индексов, не пересекающееся с множеств
вом S,. Тогда, полагая 2'= 2е U 2*, имеем

2

2Й£ — 2**- —

£63* £бЗ ^ 3*

е

Т

£еЗ
£

*2

( 2 «6“^
Se3 w 3* Еез

<

< 2 at--1 + 2 ai.~l
£ев ^ а*

£
ЕеЗ

8

"2 ~2

Се-

Достаточность. Пусть 21/л (п= 1, 2,...) — такое

конечное множество индексов, что если 2 £ [2], S гл 21/п= Л,

то 2
6бЗ

^ —. Положим Тп = ... wS1/n. Тогда чи-
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еловая последовательность {ЕчГ\ЬТЯ )п=\

сходится в себе. Действи¬

тельно, если от > га, то I а£ =

\^Tm *Тп

ас

Wm^Tn

<
1 ,

так как (Гт\Тп) г\ВХ!п — А. Значит, существует число I
(конечное вещественное или комплексное) такое, что

lim — I.
и-*"

ieTn

Пусть теперь е— какое-нибудь положительное число. Мы

сейчас укажем конечное множество индексов Se такое, что

£бЗ

<е» (7)

каково бы ни было конечное множество индексов S такое,

что Eds,, ScH. В качестве множества Ss можно взять

множество Тп, где номер га подчинен следующим двум условиям:

^ 9 » я ^ 9 •а^
— 1

Действительно, если Sz) Тп, S £ ^5fln [Н], то

< + <f +

*Тп 5еВ ЧГ„ ЕеЕЧГ„

Но ведь множество Е\ Тп конечно и не пересекается с мно

жеством 21/л, так что а.

EeS \Т„

, и выполняется не¬

равенство (7).
Итак, / — сумма семейства (1), которое, стало быть,

суммируемо.
Следствие 1. Если числовое семейство суммируемо, то и

любое его подсемейство суммируемо.
Доказательство. Пусть 0cS и пусть семейство (1)

суммируемо. Взяв число s>0, найдем множество Ss, о

котором говорилось в формулировке предложения. Положим

at ^ так как66 = 3Е^лв. Если © б^йп [9], 0^©е=А, то|2
^60

®€^Pfiu [S]* Qr<B*= A. Следовательно, семейство {а6](!;£в)
удовлетворяет условию предложения. Значит, оно суммируемо.
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Следствие 2. Семейство (I) суммируемо, если суммируемо
семейство {|<zE |} (£ £ S). Иначе говоря, семейство суммируемо,

ояо абсолютно суммируемо.
Доказательство сразу же следует из предложения и

из неравенства

Ее S

< 2к|,
SeB

верного при любом S £ ^5fin [Е].
Впоследствии мы увидим, что верно утверждение,

обратное следствию 2. А пока мы докажем его лишь для семейств

вещественных чисел.

Предложение 2. Если семейство (1) вещественных
чисел суммируемо, то оно и абсолютно суммируемо.

Доказательство. Введем следующие обозначения:

Е+:= {££13 >0), Е_= {1£Е! <-0}.
Понятно, что S+wE.= S, Н+/лЗ_= Л. Семейства {ле}(16:Е+)
ч I#?) (56^-) суммируемы согласно следствию 1 к

предложению. Применяя предложение 2 п. 1, видим, что семейство

{—ае} (£6S-) тоже суммируемо. Замечая, что
—

если

и —а^—\а%\, если ££S_, убеждаемся в том, что

суммируемы семейства (£(«3+) и {j«s|} Применяя
предложение 3 п. 1, видим, что суммируемо семейство {|#el!
(с£Е+^Е_), т е семейство (|яе|} (£63), что и требовалось
доказать.

Замечание. Легко проверить, что семейство (1)
вещественных чисел имеет сумму тогда и только тогда, когда хоть

одно из семейств {а^) (|£3+) и \а%) (?G3_) суммируемо.
Предоставляем читателю провести соответствующее доказательство.

3. В этом пункте мы увидим, что на суммируемые
числовые семейства распространяются законы коммутативности
и ассоциативности, верные для конечных числовых семейств.

Предложение 1. Если <р —взаимнооднозначное
отображение множества Н на множество В и если семейство (1)
суммируемо, то суммируемо и семейство

Км) №Н) (8)
и

2 а^) — 2
т) еН £ 6 а

Доказательство. Пусть число I— сумма семейства (1).
Проверим, что число I служит также суммой семейства (8).

Для этого, взяв какое-нибудь число е >0, найдем множе¬

ство Зе £ ^>fln [В], такое, что s при любом2 at,—I
5 е В

S6^fin [3], содержащем Зе, и рассмотрим множество Нг =
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■==<p-1 [as]. Это множество конечно. Если //£ [Н\ и ЯэЯ£,

ТО ср Itf] 3 Зе. Заметим еще, что в силу свойства

коммутативности конечных числовых семейств

а.

Ееср[Я]

Поэтому 2j**,> ^

7] 6 Н

<>. Что и требовалось2 cl%— I

е е <?т

доказать.-

Следствие 1. (Коммутативность сумм числовых семейств.)
Если семейство (1) суммируемо, а ср

— взаимнооднозначное

отображение множества 3 на себя, то и переставленное
семейство } (| £ 3) тоже суммируемо, и 2 af(t) = 2 •

5 6 S £ е 3

Аналогичное утверждение верно и в отношении семейств,
имеющих сумму.

Предложение 1 дает возможность всегда, когда это
оказывается необходимым, перейти к рассмотрению семейств,
для которых множеством индексов служит N (если 3 — счетно)
или N* (если 3 — конечно). Для этого надо рассмотреть
взаимнооднозначное отображение множества N (или N&) на 3 и

применить предложение 1.
В следующем предложении доказана ассоциативность сумм

числовых семейств.

Предложение 2. Предположим, что множество 3 равно
объединению не более чем счетного семейства своих

подмножеств {3,} (vj£//):
E=U3„

т) е Я

и что EvoS,. = A, если r{, vf£ Н и =£ч\". Если семейство

(1) суммируемо, то суммируемо каждое из семейств

{«е}(5£.Вч) (9)
и семейство / 2 at \ (^ £ Н) и

U6 ач J

2^=2 2 аь (Ю)
ЕеЗ 7j 6 // Е е

Доказательство. Суммируемость каждого из

семейств (9) уже доказана в следствии 1 к предложению 2 п. 2.
Возьмем произвольное положительное число е и докажем,

что существует множество Я££^>(1п[Я], такое, что

2 2_ — I < е

при любом //£ fln [И], содержащем множество Hs;

/=2#1- Тем самым предложение будет доказано.
Е е а

здесь
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Сначала найдем конечное множество индексов Зе такое,

что 2*-г
Ее S

при всех Е £ <3>fIn [3], таких, что Е эЕ^.
2

Затем положим Е,, ^Е^ ф л j. и проверим, что

множество Нг обладает нужными свойствами.
Сначала покажем, что Нг — конечное множество.

Действительно, каждому элементу I конечного множества 3^ можно

2

поставить в соответствие тот (единственный!) элемент т)

множества Нг, при котором £6Ет). Поэтому множество Не,
будучи образом конечного множества, само конечно.

Пусть же ^„[Я], ЯзЯе, Обозначим буквой р число

элементов множества Н. При любом ■*]£// существует такое

конечное подмножество 0^ множества Еч, что

«ев,

<
2р (П)

2

Множество 0 = U ©1 конечно и содержит множество Ее
у\ е Н 2

se =ss пиа,= и (ЗелЗ,)с и 0,с и е, = е.
т) е Н V 6 нг

7) 6 Н

Поэтому

2 а%~1
Ее©

<Т* (12)

Наконец, учитывая (11), ассоциативность сумм конечных

семейств и (12), имеем

2 2*-* = /2 2ле-А + 2(2«« - 2аЛ <

,бЯЕ8а1 ^еЯ5е0’1 ) Г) еЛГ увап £е0, J
< 2 2*6-* + 2 2-е- 2 ае = 2 ч-i +

77' £ е 0V,
7]€ Н ч

*****

т)еЯ
Е 6 3^ ^6 0^ £ е 0 •

+ 2 2“*- 2а<
т, е Н г

® 31 6 е 0Т

<т+Р- 2р

что и требовалось доказать.
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Следствие 2. Допустим, что Е = Ах В, где А, В —два не

более чем счетных множества. Если семейство (1)
суммируемо, то при любом а £ А суммируемо семейство р)}

(Р £ В); семейство 12 #(«. Р)} (а € Л) также суммируемо

и ^ а% — 2 | 2 Р)
Е е S а е А

Ниже (см. следствие к предложению 6 п. 4) мы докажем

утверждение, в некотором смысле обратное предложению 2.

4. Этот пункт посвящен семействам неотрицательных чисел.

Обращение с этими семействами особенно просто: они всегда

имеют сумму и, грубо говоря, действовать с ними можно, как

с конечными семействами конечных чисел.

Предложение 1. Если все члены семейства (1) —

неотрицательные числа (конечные или нет), то оно имеет сумму.
Эта сумма неотрицательна; она конечна в том и только в том

случае, когда множество всех сумм конечных подсемейств
семейства (1) ограничено, в противном случае сумма равна +оо.

Доказательство. Предложение будет доказано, если

мы установим, что суммой неотрицательного семейства (1)
служит число

1= sup (%аЛ.
s е ^fln [S] \е е S }

Возьмем произвольное число V < I. В силу известного

свойства точной верхней границы числового множества

найдется множество S|. £ ^3f.n [3], такое, что /'<2 а%- Если

ЕеЗг,

s G ^f|n[S] и то и подавно 2 <*■%.
I е г

Итак,

(s э Sr, S £ ^3fIn [3]) . Этим существование

i eS

суммы семейства (1) и равенство 1= 2 доказаны.
(, £ 8

Замечание 1. Попутно мы установили, что если

семейство (1) неотрицательно, то его сумма равна точной
верхней границе множества всех сумм конечных подсемейств
семейства (1).

Следствие 1. Пусть [а^\ {% £ S) и {&$} (I £ В) — два
суммируемых семейства вещественных чисел. Если а$ < Ьс при всех



Доказательство. Согласно предложению 2 п. 1

2% —
= 2 {h~ad-

tea tea £ е в

Но (bi, — а$)^0 при всех ££<2. Согласно предложению 1,

2(^5 —«О > О,
Е € S

2^-2^>о.е- 2 ае ^ 2ьь
Е е в Е е з Е е а Е е а

Следствие доказано.
Следующее утверждение называют «теоремой сравнения».
Предложение 2. Если семейство (1) неотрицательно и

если семейство

\h) (5GS) (13)

таково, что -< Ьч, при всех £6 S, то 2 #£ 2 Ы
£ е s Е е В

В частности, если семейство (13) суммируемо, то и

семейство (1) суммируемо.
Доказательство. Ясно, что 2 2 каково бы

Е е в Е е в

ни было конечное множество индексов S (S с S). Но в силу
замечания 1 к предложению 1 2 Значит,

~ £ е В

£ е в

2at = suP ( 2 ае'\ < 2 *е-
'*■ 1 и‘

Доказательство закончено.

Пользуясь теоремой сравнения, докажем два предложения
о произвольных (не обязательно неотрицательных) числовых

семействах.

Предложение 3. Пусть

К} (S6B), (14)

{*£} 063), (15)

К} (S€S) (16)

—три семейства вещественных чисел. Предположим, что при

всех I £ S

< bz < с£ (17)
и что семейства (14) и (16) суммируемы. Тогда и семейство (15)
суммируемо и

2а£<2*!<2% os)
Е.е а Е е а Е 6 а
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Доказательство. Из условия (17) следует, что 0<

<&5—а£<с£—при всех £63. Значит, семейства [Ь^— (563),.
— a?j (£63) неотрицательны, а второе из них суммируемо

согласно предложению 2 п. 1. Применяя теорему сравнения,
заключаем, что и первое из этих семейств суммируемо, причем

°<2 — а0<2(с« ~а0-
£еВ £ е S

Еще раз применяем предложение 2 п. 1: из того, что Ь% —
— (bt -а()-\-а^ при всех ££3, следует теперь суммируемость
семейства (15). Неравенство (18) (поскольку суммируемость
семейства (15) уже доказана) вытекает из следствия 1 к

предложению 1 этого пункта.

Предложение полностью доказано.

В следующем предложении, доказательство которого также

использует теорему сравнения, пойдет речь о семействах
комплексных чисел.

Предложение 4. Если семейство (1) комплексных

чисел суммируемо, то оно и абсолютно суммируемо, причем

W <2l®el- (19>
Ее В

При каждом £ £ Н положим =

•вещественные (конечные) числа. Мы

Ее S

Доказательство.
= vC5-J-iy5, где и уе-
уже знаем, что семейства |л:Е} (£63) и {y£j (£63) суммируемы,
если суммируемо семейство (1) (см. замечание 1, п. 1).
Значит, согласно предложению 2 п. 2, они абсолютно суммируемы.
Но

|а5| = 1Л*|+ УК|*е|Н-|Уе1 (&6S).

х£| + |у£|} (£63) суммируемо в силу предложе-

Значит, по теореме сравнения (предложение 2),
семейство {|#$|} (£63), так что семейство (1)

абсолютно суммируемо.
Осталось доказать неравенство (19). Пусть X — такое ком-

Семейство j
ния 2 п. 1

суммируемо

плексное число, что 2 a-i
Е е 3

|Х| = 1. Тогда

2а£ =Х 2ле = 2^-
Е е 3 Е е 3 ЕеЗ

Значит, число 2 ^ вещественно, и потому
£ е а



Предложение доказано полностью.

Вернемся к неотрицательным числовым семействам.

Предложение 5. Если (^ — неотрицательное
семейство, а ? и Я обозначают то же, что в предложении 1 п. 3, то-

& о(Т|) С1% .

71 е Н £ е 3

Доказательство. В том случае, когда 2 ~^°°г
Е 6 3

это утверждение было уже доказано. Предположим поэтому*
что ==+оо. Взяв какое-нибудь конечное вещественное

Е е 3

число Мч найдем конечное множество индексов B(ScS)
такое, что

(20)
Us

Используя коммутативность суммы конечного семейства*
заключаем, что

2 а-ч = 2 ^ > м-

-Г) 6 Ср—1 [3] Z € 3

Остается заметить, что множество ср-1 [В] конечно, так как

ср
— взаимнооднозначное отображение. Таким образом,

2а^) ^ 2 аг(^) ^
т) 6 Н 1

~

^ € ср [3]

каково бы ни было вещественное конечное число М. Значит*

2 а^{г[)—+°°.
TfJ € Н

Предложение доказано.

Замечание. Пользуясь замечанием к предложению 2
п. 2, легко доказать, что предложение 5 верно для любого

семейства (1), имеющего сумму._
Предложение 6. Пусть а, Я и Е, обозначают то же,,

что в предложении 2 п. 3. Если семейство (1) неотрицательно,
то справедливо равенство (10).

Доказательство. Здесь достаточно рассмотреть только

тот случай, когда семейство (1) не суммируемо.
Снова, взяв число М (М£(0, +со)), найдем множество S,

удовлетворяющее условию (20). В множестве И содержится

лишь конечное число таких элементов vj, что они

образуют множество Н. Если ?]£//, то

2 2
^ и^гГв
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Тем более,

sup 2 ( 2 at)>M>
НеУ>Пп1Н\ ^ \ieBn 1

каково бы ни было число М (М £ (0, -f- оо)). Но последний

supremum, как это видно из замечания 1 к предложению 1,

равен сумме семейства (2 Итак,

2 С 2 =+00—2‘
T)6wUea Ч «63

5

Предложение доказано.

Следствие. Предположим, что 3, И, Ег| обозначают то

же, что и в предложении 2 п. 3. Если {as} (i|£S)— такое
семейство комплексных чисел, что при любом у)^П
семейство {а£} (£ £ 3^) суммируемо и, кроме того, суммируемо

семейство (2 \а^\) 6И), то и семейство (1) суммируемо,

причем

2 %==2 2 av
|еЗ

5

TjeffieS^

Доказательство. Согласно только что доказанному

предложению, 2|#с| =2 ( 2 1йеА< + 00« Значит, семейство
EeB Tje/Z^eB^ J

(1) суммируемо и выполняется равенство (10) (следствие 2
к предложению 1 п. 2).

Следствие доказано.

Предоставляем читателю сформулировать и доказать аналог

следствия к предложению 2 п. 3 для неотрицательных семейств.
Замечание. Если выполнены условия только что

доказанного следствия, причем ai^R, и при любом ■»)£// либо

> 0 при всех ££3^, либо 0 при всех ££3^, то из

суммируемости семейств (а£) (££3 ), (vj£//) и (2 (^£^0 сл.е-
^е3Г)

дует суммируемость семейства (1) и равенство (10).
Доказательство. Действительно, в этом случае

2 I 2 | < -}- с°. Но | 2 CLt I = 2 I at I при любом t\ £ Н, так
7J еН SeE^ SeS^ £ев^
что 2 2 KI< + °°> и применимо следствие к предложе-

7) 6 Н SeS^
нию 6.



Замечание. Используя замечание к предложению 2 п. 2,
читатель без труда сформулирует и докажет теорему об

ассоциативности числовых семейств вещественных чисел,

имеющих сумму.
5. В этом пункте мы остановимся на суммируемых

семействах комплексных чисел, для которых множеством индексов

служит множество всех натуральных чисел. Мы покажем, что

теория таких семейств есть по существу теория абсолютно

сходящихся числовых рядов.

Отметим, что не абсолютно сходящийся ряд порождает
числовое семейство, не имеющее суммы. Так, например,

семейство ((— I)"-1 -М (я£М) не имеет суммы, хотя ряд 2 (— 1)/г-1 ~
{ ' л=1

сходится.

Предложение 1. Семейство комплексных чисел

[ап) (*GN) (21)

суммируемо тогда и только тогда, когда абсолютно сходится

ряд

±\ая\< + со.

П=1

Если это условие выполнено, то

2 ап = 2 ап, (22)
п=1 /zeN

т

т. е. сумма семейства (21) равна пределу lim У\ ап.
га-» ^

Доказательство. Предположим сначала, что все числа

ап (я = 1, 2,...) неотрицательны. Известно, что

2 ап < 2 ап,
~ л 6 N

пе N

каково бы ни было конечное множество N натуральных чисел.

Значит, в частности, при любом натуральном к

2 ап= аг -|- а2 +. .. + аь ^ 2 ап
ппеN

lim (ах -f- а2 -j- • •. + ak) 2 ат
k п 6 N

ОО

так что
п~\ пеN

Пусть теперь N — какое-нибудь конечное множество нату-

ральных чисел. Тогда NcNh где к— наибольшее из чисел,

содержащихся в N. Значит,
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2 an ^ 2 — ai + a2 + • •
• + <*k 2 any

~ neN. л=1
weN

л

каково бы ни было множество N ^ ^bfin [N], и потому

2 ап= sup / 2 я,Л < 2 а,г-
neN ~ I /2=1

Ne^Pfin [N] \лeN

Итак, если семейство (21) неотрицательно, то его сумма
т «о

равна lim 2й„=Ц й„. В частности, это семейство суммируемо
т-* оо /2=1 /2 = 1

тогда и только тогда, когда соответствующий ряд сходится.

Теперь откажемся от условия неотрицательности семейства

(21) и предположим, что его элементы — комплексные числа.

Если семейство (21) суммируемо, то оно и абсолютно

суммируемо (предложение 4 п. 4), так что суммируемо семейство

{|а„|} (ra£N). Значит, по доказанному, сумма ряда
ОО

S|««i (23)
/2=1

конечна. Если же сходится ряд (23), то, по доказанному,
семейство ||йи[) (w£N) суммируемо, т. е. семейство (21) абсо¬

лютно суммируемо. Осталось доказать равенство (22). С этой

целью проверим, что

S Rea. = 2 Re а., (24)
/2=1

'

/2 6 N

если выполнено условие предложения. Из неравенств*

О < (Re ап)+ < | Re ап\< | ап \,

0<(Rea„)-<|ReaJ<|aJ («=1,2,...)

следует, что

2(Rea„)+=2(Rea„)+, S (Re <*„)“= H(Rean)-,
п=1 neN п=1 пeN

причем все выписанные здесь суммы конечны.

Воспользуемся тождеством

(Rea„)+— (Rea„)r=Rea„ (ra£N)
и предложением 2 п. 1. Получим

2 Re ап =2 [(Re ап)+ - (Re ап)~} =2 (Re ап)+-2 (Re ан)-=
/2 = 1 /2=1 /2=1 /1 = 1

= 2 (Rea„)+- 2 (Rea„)-= 2 [(Rea„)+-(Reап)~] = 2 Reae.
/zeN /zeN /2 eN /zeN

* Если x£R, то, по определению, x+ = max {xt 0}, x~=max {—x, 0}.
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Аналогично доказывается равенство
СО

2 Imап= 2 im ап. (25)
п=1 п6N

Из равенств (24) и (25) следует равенство (22).
Предложение доказано.

Замечание. Легко показать, что если семейство (21)
вещественных чисел имеет сумму, то существует предел

т оо

lim 2#л» т- е- Ряд имеет ту же сумму, что и семей-
т- °о л=1 п—\

ство (21).
В заключение сделаем одно простое замечание, которое

часто используется в первой и второй главах.

Предложение 2. Пусть В— не более, чем счетное

множество, а е — положительное конечное число. Тогда

существует числовое семейство

К) (без) (26)

такое, что

а) все его члены — положительные конечные числа;

б) 2 ее = е.

Ь 6 S

Доказательство. Если множество В конечно, то за \

при любом ?£В можно принять число
-у,

где р—число

элементов множества В.
Если множество В счетно, то существует

взаимнооднозначное отображение ty множества В на множество N всех

натуральных чисел. Положим

ь — (?РВ).5
2Ф(«)

Ясно, что все числа е? положительны. Чтобы вычислить сумму
этого семейства, вспомним предложение 1 п. 3, согласно

которому

у —-—= V —.

I 6 3 Iх
' '

п 6 N

Последняя сумма в соответствии с предложением 1 этого*

пункта равна сумме ряда 2 "2" » которая, в свою очередь»
/2=1

равна е.

Доказательство закончено.
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ДОБАВЛЕНИЕ 3

ПРОСТРАНСТВА R\ ГЛАДКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Цель этого добавления — дать сжатую сводку определений
и фактов, связанных с евклидовыми пространствами Pv и

необходимых для понимания этой книги. Доказательств мы, как

правило, не приводим. Исключение сделано только для теорем
о дифференцируемых отображениях и некоторых теорем о

линейных отображениях, так как эти теоремы обычно

отсутствуют в учебных руководствах.
1. Мы уже знаем, как определяется множество Pv(v£N)

(д. 1, п. 5, определение 5).
Напомним, что элемент множества Pv(vJ> 2) представляет

собою функцию, заданную на множестве Nv со значениями

в множестве R (упорядоченный набор v вещественных чисел).
Поэтому, в соответствии с определением 1 из д. 1, п. 4, ясно,
что означает сумма конечного семейства векторов и

произведение вектора x£Rv на число Символом 0 мы в этом

добавлении часто будем обозначать тот элемент множества

Pv, все координаты которого равны нулю (см. конец п. 5

в д. 1). Несмотря на свое несовершенство (отсутствует
указание на число v), это обозначение не вызовет недоразумений.
Мы не останавливаемся на простых свойствах сумм векторов

и произведений векторов на числа.

Обратимся теперь к отображениям, заданным на

подмножествах множества Rx со значениями в множестве Pv(>s v£N).
Обозначим символом Pv S(s6NV) отображение множества

Rv в множество R, заданное так:

P., s((X1> *2. • '
м *v)) = ((-*1. •**, • • •*,) 6 Rl-

Отображение Pv s
естественно назвать проектированием

множества Pv на s-io координатную ось (если v=l, то Pv>1 =

=;Pj j
—

просто тождественное отображение множества R1

(= R) на себя). Если Ф — отображение множества Е с R1 в

множество R\ то можно образовать v сложных отображений (д.
1, определение 2, п. 3):

р,,1оф> р.,,2оф>--- Р..
Каждое из этих отображений — просто числовая функция,
заданная на множестве Е (д. 1, п. 4), причем

ф (*) = ((Pv> хоФ) (х),..., (PVi ,оФ) (X)) (х 6 Е).

Определение 1. Функции Р», ,o®(s=l, 2,..., v)
называются координатными функциями отображения Ф.
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Легко построить отображение множества Е dRx в

множество с заданными координатными функциями. Это значит,
что если <рь <р2, • •

•> Tv
— какие-нибудь конечные функции,

заданные на множестве Е, то существует отображение Ф

множества Е в множество для которого s-й координатной
функцией служит функция tps tps (s=l, 2,..., v). Легко

понять, что такое отображение Ф единственно:

®C*)=(?i(*). (■*)»•••> ?,(*)) (■*€£)•

Резюмируя сказанное, мы приходим к следующему выводу:

изучение отображений подмножества Е множества Rx в

множество /?v равносильно изучению упорядоченных наборов v

конечных числовых функций, заданных на множестве Е.

2. В этом пункте речь идет о скалярном произведении,

норме и расстоянии в множестве R4.

Определение 1. Отображение sv произведения R* X R"

в множество R, которое любой упорядоченной паре (x,y)dR' X
X (х — (xlt xiy..., a:v), у — (уъ yv)) ставит в соответствие

число s^((x, у)) = х1у1+.. .-\-х^у^, мы будем называть

скалярным произведением (в множестве Rv). Само число 5v ((a:,j/))
называют скалярным произведением векторов х н у н

обозначают обычно символом <х, y>v или просто ос, у> (указание
на размерность v опускают, если это не может привести к

недоразумению).
Предложение 1. Скалярное произведение sv обладает

следующими свойствами;

1) sv ((*, -*))>0 при любом x^R1;

2) если вектор л: £таков, что s^((x, л)) = 0, то л; = 0, и

если я= 0, то sv((x, л)) = 0;

3) s^((x, y)) = s,({y, х)) ((х, y)£R' XR")]
4) М(ал:+ Р-У> z)) = asy>({x, z)) + ((y, z)), каковы бы ни

были векторы х, у, z £R* и числа а и Р;

5) | «,((■*, .У)) |< V4((-*. •*))']/М(У. У)). (!)

каковы бы ни были векторы x(*R'“ и yQR*.
Последнее неравенство называют неравенством Коши—Бу-

няковского.

Определение 2. Функцию р^, заданную на множестве

/?v следующим образом:

./>,(*)=/s,((*, х)) (xeRX
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называют нормой, (в множестве Rv), а число р,(х)— нормой
вектора х. Часто вместо р^(х) пишут ||х||v или просто ||х|.

Предложение^. Норма р, обладает следующими
свойствами:

1) Z7, — неотрицательная функция;

2) если x(<R\ то pv(x) = 0 в том и только в том случае,
когда х — 0;

3) А (*4\У)<Л, (*)+/>, O') при всех x,y£R';
4) pv(ax) = \a\pv(x) (a£R, X^R').
Следствие. Каковы бы на были х, y£R\ справедливо

неравенство

IЛ (■*) —Л (У) I </\ (* —У)-

Определение 3. Отображение pv множества R? X R?

в множество [0, -J- со) с R, заданное равенством

Р, ((*, У)) =Р, (х —у)= || х — у I ((х, у) £ X Rv),

называется (евклидовым) расстоянием в множестве R\ а число

Pv((х, у)), обозначаемое обычно и так: pv(x, _у) или просто

р (х, j/) — (евклидовым) расстоянием между точками

(векторами) х и у.

Пр едложение 3. Расстояние pv обладает следующими
свойствами:

1) Р,(*. ,У)=Р,(У. х) (х, yZR'1);
2) если х, y£R\ то pv (х, у)— 0 в том и только в том слу¬

чае, когда х= у;

3) р,(х, z)<pv(x, y + pv(j, г) при всех л, у,
В современной математике принято множество А,

снабженное расстоянием (т. е. функцией р, заданной на произведении
А X А и обладающей свойствами 1), 2), 3)), называть метрическим
пространством. Точное определение этого понятия читатель

узнает позже, при изучении последующих разделов анализа.

В этой книге мы будем часто называть множество R4 про¬
странством R? и употреблять такие обороты речи, как

„подмножество пространства R'u, „отображение пространства Rw“ (имея
в виду подмножества множества R\ отображения
множества Rv).

Определение 4.__Пусть г — положительное (конечное)
вещественное число, a x(*R\ Множество

D" (х, г) = {х £ Rv: pv (х, ~х) < г)
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называется открытым v-мерным шаром радиуса г с центром
в точке х. Множество

D" (х, r) = {x£R' : pv (*, х) < г)

называется замкнутым v-мерным шаром радиуса г с центром
в точке х.

3. В этом пункте вводятся и обсуждаются основные

понятия теории пределов в пространстве R\

Определение 1. Окрестностью точки х пространства
Rv называют любое множество точек этого пространства,
содержащее некоторый открытый v-мерный шар с центром в точке х.

Итак, множество V есть окрестность точки х пространства
R“ тогда и только тогда, когда V G R? и существует число

г 6 (0, +03). такое, что

I/DD’(jc, г).

Так, например, шары D4 (х, г) и Dv(x, г) служат
окрестностями своего центра; если х£ (alt bj) X ... X (#v, bj, то

прямоугольник (аь £j)X... X (#,,'£,) есть окрестность точки х.

Определение 2. Говорят, что последовательность

точек множества R' сходится к точке x£Rv (в пространстве

R'), или что точка х есть предел последовательности

ю;=1) и пишут х — Итх„, если для любой окрестности V
П-+ оо

точки х существует натуральное число nv, такое, что

при всех натуральных п, таких, что n>nv.
Читатель легко докажет, что равенство х— \\тхп равно-

П-+ оо

сильно такому: ИтрДл: , х)=0.
П~> оо

Предложение 1. Пусть {аг„} ~=1
— последовательность

точек множества R\ x0^R\ хп= {х\п\ х(2п),..., xln))(п£ N),
-*0—С*!0’. Х20],..., xl0)). Следующие утверждения равносильны.

1) Нт4й,=^0) (s6Nv);
П -> оо

2) limx„ = jc0.
П-> оо

Это предложение позволяет легко свести ряд задач о

пределах последовательностей в пространстве Rv (v > 2) к уже
решенным задачам о пределах последовательностей
вещественных чисел. Так, например, пользуясь предложением 1, легко

доказать, что

lim (лхп + ру„) = a lim хп + р lim уп,
П-+оо П-+оо П-*оо
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если \xn)n=v [Уп)п=\ — любые две последовательности точек

множества R\ имеющие пределы, а а и р — любые конечные

вещественные числа (а,
Из предложения 1 следует также, что последовательность

{хп\п=г точек множества Rv в том и только в том случае имеет

предел в пространстве когда она сходится в себе, т. е.

когда для любого числа s > 0 существует натуральное число

п(е) такое, что pv(xn, хт)^s при всех натуральных /г, ш,

удовлетворяющих неравенству п, т^п{г).
Чтобы высказать определение предела для отображений,

заданных на подмножествах множества Rx со значениями

в множестве R\ нам потребуется понятие точки сгущения.

Определение 3. Пусть Е— подмножество множества

Говорят, что точка х £ Rx есть точка сгущения множества Е\
если любая окрестность V точки х в пространстве Rх содержит
точку, принадлежащую множеству Е и отличную от точки х.

Определение 4. Предположим, что Ф — отображение
множества EdR1 в множество R\ х— точка сгущения
множества Е, у— точка пространства Говорят, что у есть

предел отображения Ф в точке х (или при стремлении

к точке х), и пишут НшФ(х)—у, если для любой окрест-
Х-+ X

ности W точки у (в пространстве R”) найдется окрестность V

точки х (в пространстве Rx) такая, что Ф(^)£ W_ для любой

точки х, удовлетворяющей условиям х^Е, х=?=х, x^V, т. е.

ф[(Еъ 1/)\{*}]<=№.
Пр едложение 2. Пусть Ф, Е, х и у обозначают то же,

что в определении 4. Для того чтобы выполнялось равенство

Нгп_Ф (jc) = у,
Х^ X

необходимо и достаточно следующее условие: какова бы ни

была последовательность [хп)~=х, такая, что хп£Е, хп^=х

(«£N) и \imxn = x, выполняется равенство

lim Ф (хп) = у.
П-> оо

Пр едложение 3. Пусть Ф, Е, х, у обозначают то же,
что в определении 4, и пусть <pj, ср2, <pv

—

координатные

функции отображения Ф и y = (yv У2, ••
•, Л)-

Следующие утверждения равносильны:
1) НшФ(д:) = у,
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2) lim «р., (л:) = у, (s=l, 2, v).
x->x

Определение 5. Пусть Ф— отображение множества Ег
содержащегося в пространстве Rx, в пространство и пусть-
х £Е. Говорят, что отображение Ф непрерывно в точке х,
если вьшолнено одно из двух следующих условий:

1) л не есть точка сгущения множества Е;

2) л-— точка сгущения множества Е и

ПтФ(х)==Ф (л).
Х-+~Х

Если отображение Ф непрерывно в любой точке х множества Е*Т
Е*аЕ, то говорят, что Ф непрерывно на множестве Е*.

Предложение 4. Пусть Ф, Е, х обозначают то же, что

в определении 5.

Следующие утверждения равносильны:
_

1) отображение Ф непрерывно в точке х\

2) для любой окрестности W точки Ф(х) пространства R*

существует окрестность V точки х пространства Rx такая, что

при любом x^Vr^E точка Ф (х) принадлежит множеству Wi

Ф[1/^£]С\^;
3) для любого числа s>0 существует такое число §>0,

что любая точка л; множества Е, удовлетворяющая
неравенству рх (л:, л) < 8, удовлетворяет неравенству

р,(Ф(х), Ф(л))<е;
4) какова бы ни была последовательность {хп}“=1 точек

множества Е такая, что
_

limx„ = x,
Л-> оо

оказывается, что lim Ф (лг„) = Ф (х);
П -> оо

5) все_ координатные функции отображения Ф непрерывны

в точке х.

Определение б. Пусть {а£} (££Е)— конечное семейство

вещественных чисел (a5 £ R при всех 5 6 Щ и

(££Е)—конечное семейство отображений множества E(EczR) в

множество R\ Символом 2 обозначается отображение, которое
£еЗ

каждой точке х £Е ставит в соответствие точку 2(*)6R-
Е 6 S

Предложение 5. 1) Если (а£) (£6®) и (Фе) (££Е)—те
же семейства, о которых говорится в определении 6, и если

все отображения {Фе} (££33) непрерывны в точке х множества Ег
то и отображение непрерывно в точке х.

ЕеЗ
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2) Если Ф— отображение множества E(EcRx) в

множество Е* (Е* с непрерывное в точке х£Е, a —

отображение множества Е* (Е* с R1') в пространство R\ непрерывное
в точке _ФС*), то сложное отображение ¥оФ непрерывно
в точке х.

Определение 7. Непрерывное отображение Ф

промежутка [а, Ь] С R1 в пространство R1 называется путем (в R').
Множество Ф[[а, Ь\\ называют носителем пути Ф.

Множество точек пространства являющееся носителем

некоторого пути, называют иногда непрерывной кривой.
Необходимо помнить, что непрерывные кривые могут совершенно
не соответствовать распространенному наглядному
представлению об этом понятии. Достаточно сказать, что замкнутый
квадрат [0, 1] X [0, 1 ] есть непрерывная кривая, т. е.

существует непрерывное отображение Ф промежутка [0, 1] на

квадрат [0, 1] X [0, 1] (так называемая кривая Пеано).
Определение 8. Если координатные функции <рх, <р2> •••

..., некоторого пути Ф в пространстве R\ заданного на

промежутке [а, Ь\, имеют в каждой точке t(* \а, Ь\ конечные

производные <рх (t), f'2 (t), ..., ©'(t), причем функции <?[, <?'2, ...

...., <р' непрерывны на [а, Ь\, то путь Ф называют гладким.

Если существует такое конечное семейство точек {tt} (/6^),
что tx

—

a, ts= b, tj<tj+1 (yGN^), и сужение ф1[<г,<г+1]
</—1, ..., s — 1) есть гладкий путь, то путь Ф называют

кусочно-гладким, а его носитель — кусочно-гладкой кривой.
4. Тема этого пункта

—

открытые и замкнутые множества

.пространства R\ играющие в анализе очень важную роль, хотя

ими и не исчерпываются все множества точек, содержащихся
в R\

Если Е с R\ то все точки множества Rv можно разделить
в зависимости от их расположения относительно Е на три типа:

внутренние, граничные и внешние.

Определение 1. Точка называется 1) внутренней
точкой множества Е {Е с /?v), если существует окрестность V
точки х такая, что VC.E;

2) внешней точкой множества Е, если существует

окрестность V точки х такая, что V С R*\E (т. е. V г\Е= А);
3) граничной точкой множества Е, если она не есть ни

внешняя, ни внутренняя точка этого множества. Множество
всех граничных точек множества Е называется границей
множества Е и обозначается так: дЕ. Разумеется, любая
внутренняя точка множества Е принадлежит множеству Е, а любая
внешняя точка множества Е ему не принадлежит. Что касается

314



граничных точек множества, то они могут как принадлежать,
так и не принадлежать множеству (см. ниже примеры).

Определение 2. 1) Множество О называется открытым

множеством пространства R\ если G с R1 и любая точка

x£G— внутренняя точка множества G.

2) Множество F называется замкнутым множеством

пространства R*, если FС R' и dFczF, т. е. если множество F

содержит свою границу.

Иногда, если это не приводит к недоразумениям, открытое

(замкнутое) множество пространства называют просто
открытым (замкнутым) множеством. Легко понять, что открытое
множество служит окрестностью любой своей точки.

Прежде чем переходить к примерам открытых и замкнутых
множеств, заметим, что классификация множеств, данная
в определении 2, неполна: бывают множества точек,

одновременно не замкнутые и не открытые. В то же время
множество R' и пустое множество А одновременно открыты и

замкнуты.
Рассмотрим несколько примеров множеств.

Пример 1. Рассмотрим промежутки Д^ Д2, ..., Д*
вещественной прямой R. Если все эти промежутки открыты, то

прямоугольник Д = Д! X Д2 X ... Х&*— открытое множество

пространства R\ а если все они замкнуты, то Д — замкнутое

множество пространства R\

Пример 2. Открытый шар D* (х, г) {x(*R*, /*£(0, +°о))
есть открытое множество пространства R\ а замкнутый шар
В* {х, г) — замкнутое. Отметим еще, что не пустой
полуоткрытый прямоугольник д С R\ Д = [alf Ьг)Х ... X [а„ Ь-»),
не есть ни открытое, ни замкнутое множество.

Предложение 1. 1) Если Е — открытое множество

пространства /?\ то его дополнение E' = R',.\E—замкнутое
множество пространства /?\ 2) Если Е— замкнутое множество

пространства R°, то его дополнение E/ = Ry\E — открытое
множество пространства R\

В следующем предложении дан критерий замкнутости
множества, удобный при исследовании конкретных множеств.

Предложение 2. Следующие утверждения равносильны:

1) Е— замкнутое множество пространства Rv;
2) Е a R\ и для любой последовательности {лл}“=1 точек

множества Е, имеющей предел, выполнено включение lim хп £ Е.
П-* оо

Предложение 3. Пусть F—замкнутое множество

пространства R\ и пусть x^R*, x£F. Тогда найдется такое число

7 > 0, что pv (х, у) > t при всех у £ F.
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Доказательство. Допустим противное. Тогда при
любом 7>0 найдется точка y£F, такая, что pv(jc, у) <7.

Пусть j = («6N) и пусть уп— точка множества/7, такая,

что У„Х.-7Г- Ясно, что limуп = х. Значит, согласно пред-П
П-+оо

ложению 2, х 6 F, что нелепо.

Предложение доказано.

Рассмотрим другие удобные для приложений достаточные

условия замкнутости (открытости) множества.

Предложение 4. Предположим, что ЕсR\ а Ф—

непрерывное отображение множества Е в множество R*.

1) Если Е— замкнутое множество пространства Rx, a F—

замкнутое множество пространства R*, то Ф-1 [F] — замкнутое
множество пространства Rx.

2) Если Е— открытое множество пространства Rx, а О —

открытое множество пространства R\ то Ф-1 [G]—открытое
множество пространства R\
Предложение 5. 1) Пусть {G=) (SGS)— семейство

открытых множеств пространства R\ Тогда и U <%— открытое мно-
ЕбЗ

жество пространства /?ч.

2) Пусть {G$} (16 s) — конечное семейство открытых

множеств пространства R\ Тогда П 0% — открытое множество
провез

странства /?\

3) Пусть (£6S) — конечное семейство замкнутых

множеств пространства R\ Тогда U —

замкнутое множество

пространства R\

4) Пусть (&6S)— семейство замкнутых множеств

пространства R\ Тогда и П Ъ — снова замкнутое множество про-
ЕеЗ

странства /?\
Замечание. В пунктах 2) и 3) этого предложения нельзя

отбросить предложение о конечности рассматриваемых семейств.

Предложение 6. Предположим, что EdRx. Тогда
Е^дЕ— замкнутое множество пространства Rx.

Определение 3. Множество Е^дЕ, где E(zRx,
называется замыканием множества Е и обозначается символом Е.

Предложение б можно теперь сформулировать и так:

замыкание любого множества точек пространства Rx есть

замкнутое множество пространства Rx.
5. Этот пункт посвящен ограниченным замкнутым

множествам. Роль этих множеств в анализе в значительной мере
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определяется тем, что непрерывные функции, заданные на них,

обладают рядом простых и полезных свойств.

Определение 1. Множество Е точек пространства/?4
называется ограниченным, если оно содержится в некотором
прямоугольнике:

Е С [а„ Р,] х [etjj, ,р2] х ... X [а„, pv],
где а,, а2, ..., av, pit Р2, ..., р,—конечные вещественные числа.*

Определение 2. Пусть Е— множество точек

пространства R\ Точная верхняя граница семейства чисел

У)} ((х,у)^ЕХБ)

называется диаметром множества Е и обозначается так:

diamЕ. Отметим, что если Ё* сЕ с. Rv, то diamЕ* diamЕ.
Вполне возможен случай, когда diam£'= + oo. Легко понять,
что

diam([ep pj X ... X' [av, Ц)=л/~ —

r /=i

Предложение 1. Следующие утверждения равносильны:

1) Е— ограниченное множество точек пространства Rv;
2) diamf < -f оо;

3) существует такое число г£(0, + °°) и точка x£R\ что

EczD'ix, г).
Определение 3. Предположим, что Е —■ множество точек

множества R\ {£$} (££3)— семейство подмножеств множества

R\ такое, что £cU4 Тогда семейство [Et] (££S) называют
EeS

покрытием множества Е. Если Е0 с 2 и U Ег и Е, то семей-

Ее30

ство (£=} (££Е0! называют подпокрытием покрытия {Д} (££Е).
Теорема 1 (д. 3) (Гейне—Борель—Больцано—Вейерштрасс).

Пусть EdR1. Тогда следующие утверждения равносильны:

1) Множество Е ограничено и замкнуто.

2) Какова бы ни была последовательность {-к„}”=1 точек

множества Е, найдется строго возрастающая
последовательность натуральных чисел {nk)^_v такая, что

существует \шх„ и limx„,£Е.
k-+ ОО k оо

3) Любое покрытие множества Е, все элементы

которого
— открытые множества пространства /?v, содержит

конечное подпокрытие множества Е.

Теорема 2 (д. 3) (Вейерштрасс). Если Е — ограниченное
и замкнутое множество точек пространства R\ а f—конеч¬

* Разумеется, в этом определении вместо замкнутого прямоугольника
можно говорить об открытом или полуоткрытом прямоугольнике.
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ная числовая функция, заданная и непрерывная на

множестве Е, то множество / [£] ограничено (в R1) и содержит
наибольший и наименьший элемент. Иначе говоря, существуют
точки х%, х*£Е, такие, что

/(*,)</(*)</(*•)
при всех х(<Е.

Сформулируем и докажем важное следствие этой теоремы.
Следствие. Если Ф—непрерывное отображение

ограниченного и замкнутого множества Е точек пространства R1
в пространство R\ то множество Ф [Zf] ограничено и

замкнуто (в пространстве /?v).
Доказательство. Все координатные функции <р2, <р2, ... <?v

отображения Ф непрерывны (предложение 4 п. 3) на

множестве Е. Пусть

т)
= in* 9/ (■*), Mj = sup <pj(x) (J = 1, 2, ..., v).

xeE xeE

Все числа от;-, M} (j — 1, 2, ..., v) конечны по теореме

Вейерштрасса. Ясно, что

Ф [£]С[/геь Мг] X [щ, М2] X ... X [т„ Ж,],
и потому Ф [.Е]—ограниченное множество точек пространства

Проверим теперь, что Ф [/:]—замкнутое множество точек

пространства R4. Для этого воспользуемся предложением 2

п. 4 и рассмотрим последовательность {у„)^=1 точек

множества Ф [£■], имеющую предел. Докажем, что Нтуя(;Ф [£]. При
П-*- оо

каждом натуральном п существует точка хп£Е, такая, что

у„ = Ф(л:п). По теореме Больцано—Вейерштрасса (так как Е

ограничено и замкнуто) найдется строго возрастающая

последовательность натуральных чисел {«*}*„,, такая, что

последовательность (хп }“ имеет предел Нш х„ , принадлежащий мно-
V R)k=1 ft -v оо

k

жеству Е. Отображение Ф, будучи непрерывным на

множестве Е, непрерывно и в точке Нш х„к. Значит,

Но ф (■*«*) = Упй (&6N), и так как lim ун = limy„, то limуп£
k-> оо п-+ оо п-+ оо

6Ф[£], что и требовалось доказать.

Следствие доказано.

Определение 4. Отображение Ф множества E(Ec.Rx)
в множество /?” называется равномерно непрерывным на

множестве E0(E0(Z Е), если при любом положительном е

существует положительное 8, такое, что

рДФ(х), ф(у))<г
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при всех х, у£Е0, удовлетворяющих неравенству рх(-*,
Теорема 3(д. 3) (Кантор). Отображение Ф

ограниченного и замкнутого множества Е {Е с R') в множество R'’,.
непрерывное на множестве Е, равномерно непрерывно на

этом множестве.

Сформулируем еще одно важное свойство ограниченных

замкнутых множеств.

Предложение 2. Если [Еп]~=1 — последовательность

множеств пространства R1, такая, что множество Еп не пусто,
ограничено и замкнуто при любом «£N, EnZ) Еп+1 при любом

ОО

ra£N, то Г\ Еп Л, т. е. существует точка x£ R\ принадле-
/7 — 1

жащая всем множествам Еп (я=1, 2, ...).
В заключение этого пункта отметим еще один факт,

относящийся к ограниченным замкнутым множествам.

Предположим, что ограниченное замкнутое множество F

пространства /?’ содержится в открытом множестве G{GdR'’)•
Тогда существует ограниченное открытое множество & такое,

что FdG', G'dG. В самом деле, для любой точки x(«F

найдется такое положительное число ~(х, что D\x, jx)dG, ибо

G— открытое множество. Семейство шаров {Б* (х, г,)}
образует покрытие множества F. Поэтому, согласно теореме 1

(д. 3), существует конечное множество FQdF, такое, что

FC U 1У (х, ~(х). Множество G' — U D"(x,jx) открыто (пред-
х е F0 х е F(t

’

ложение 5 п. 4) и ограничено, а его замыкание G1, очевидно,

содержится в замкнутом множестве U D’(х, -fx), которое,
в свою очередь, содержится в G. -V6f°

6. Линейные отображения, о которых пойдет речь в этом

пункте, подробно изучаются в курсе линейной алгебры. Мы

кратко напомним лишь те сведения о линейных отображениях,,
которые необходимы для понимания этой книги.

Определение 1. Отображение А множества R в

множество R11 называется линейным, если

каковы бы ни были конечные семейства (££3) векторов,,
принадлежащих множеству RA и {аЕj (?£ 5)-конечных,
вещественных чисел.

Определение 2. Пусть л, v £ N. Матрицей из \

столбцов и v строк (коротко: X X ^-матрица) называется семейство*
А (конечных) вещественных чисел

* В соответствии с определением 1 д. 1 п. 4 имеет смысл сумма
конечного семейства X X v-матриц и произведение а X v-матрицы на число ос g R.
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К*)} ((*. *)€N,XNx).
Если X= v, то матрицу А называют квадратной.

Матрицу из X столбцов и v строк удобно представлять себе
в виде прямоугольной таблицы чисел:

ап ап ... а

а2\ а22 ... а<

• • • . .

ал av2 ... а

По этой причине матрицу {а(. ft)J ((/, A!)6|N, XNx) называют

столбцом (высоты v).
Матрицу \a(i k)} ((г, X Nx) называют слърокои (дли¬

ны \). Каждой строке длины к можно поставить в соответ-

ствие вектор x£Rx, полагая x=(xlt х2, ...
, хх), где xt—a(Ui)

(/£Nx). Мы часто не будем отличать строку от только

что построенного вектора х.

Квадратную X х Х-матрицу {а(._ А)} ((/, к) 6 Nx X Nx)
называют единичной, если a{i k)

= О при всех (г, к) 6 Nx X Nx, таких,

что i=£k, и ац1) = 1 (/£Nx). Такую матрицу мы будем
обозначать символом Ех.

Теперь введем важную операцию умножения матриц.
О п р е д е л е н Hje 3. Если

К*)} ((*.*) 6 NxXN,)

{*</,*>} ((^^)GN,XNx)
— две матрицы (первую из них обозначим буквой Л, а

вторую— В), то матрица

{са,к)} ((г*> к) 6 Nn X Nv),

где
X

CV>k)= 2 s)a(s>k) G Njx X Nv),
s=l

называется произведением матрицы В на матрицу А и

обозначается так: В-А.
Заметим, что произведение В-А матриц имеет смысл лишь

тогда, когда число столбцов матрицы В равно числу строк
матрицы А. Может оказаться, что произведение В-А имеет

смысл, а А -В — нет. Но даже в том случае, когда оба эти

произведения определены, они могут не быть равными.
Произведение матриц ассоциативно: если X, ц, v и р —

натуральные числа, С— v X р-матрица, В — jx X v-матрица, А —

X х ^.-матрица, то (С-В)-А = С-(В-А). Поэтому оба

произведения, фигурирующие в последнем равенстве, можно

обозначить просто через С-В-А.
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Если А —Хх p-матрица, В и С—vXX-матрицы, то А-(В-\-С)—
—А-В-{-A-С. Равенство (В-\-С)-А = В-А-\-С-А также

верно, если В и С — X X ^-матрицы, а А — v х Х-матрица. Если
А — квадратная XX Х-матрица, а Е\— единичная матрица, то

А-Ех= Ех-А = А.

С помощью X X''-матрицы А каждому вектору x(*Rx
(х = (хъ х2, ..., л,)) поставим в соответствие вектор А-х,

принадлежащий множеству RV;

А-х= (уг, уъ yv), где yj= ^ajsxs (у = 1, 2, ..., v).
^=1

(Как видно,у-ю координату вектора А-х вычисляют так:

координаты вектора х записывают в столбец, затем s-й элемент

у'-й строки матрицы А умножают на s-й элемент столбца х

(s= 1, 2, ...
, X), и все полученные таким образом

произведения складывают.)
Отображение А множества Rx в множество /?\ заданное

равенством А(х) = А-х, линейно; при этом А (е!Х)) =
= iP'lst &2s’ • • •

> «V,)*.
Предложение 1. Если А— линейное отображение

множества Rx в множество /?’, то существует единственная X х X-

матрица А такая, что

А (х) = А-х

при всех x£Rx.
Матрицу А, о которой говорится в предложении, мы будем

называть матрицей линейного отображения А.
Предположим теперь, что {А^} (1£Е)— конечное семейство

линейных отображений множества Rx в множество /?\ а {<хе}
(££Е) — конечное семейство вещественных чисел (а^бЯ ПРИ

всех £6^). Легко понять, что тогда отображение 2“^ (см-
EeS

определение 6 п. 3) также линейно.

Предложение 2. Предположим, что {А^} (|£Е) —

конечное семейство линейных отображений множества Rx в

множество R\ {а£} (£GS) — семейство конечных вещественных

чисел.

Пусть At. — матрица отображения А& (|£Е). Тогда матрица

отображения ^apAf равна
Ess ЕеЕ

Предложение 3. Если А— линейное отображение
множества Rx в множество R11 с матрицей А, В — линейное

отображение множества R^ в множество /?v с матрицей В, то

* Все координаты вектора £ Rx равны нулю, кроме s-й координаты,
которая равна единице.
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сложное отображение ВоА есть линейное отображение
множества Rx в множество /?”, матрица которого равна В-А.

С каждой квадратной матрицей А (и тем самым, с каждым

линейным отображением пространства Rx в себя) можно

связать число, называемое определителем матрицы А.

Предложение 4. Существует единственная (конечная)
функция £>х, заданная на произведении

RxX.yXRK
X раз

и обладающая следующими свойствами:

1) Dx [еъ е2, ..., ех)=\, где ву = (0, 0, ...
, 1, , 0) ,

У 6 Nx;
3

2) Dxjvъ v2, ...,
av + pw, ... , vj

=

ec£Цг>„ v2, ...

..., v, ... , Ji»!, vg, , w, , vxJ,
каковы бы ни были а, р vlt ...

,
...

, vx, v,

w(*Rx и s£Nx (коротко можно описать это свойство так:

функция Dx линейна по каждому из своих аргументов);
3) A(vu г>2, ..., vt, vsn, ... ,

vA = -Dl(v1, v2, ..., vs+u
\ s s+1 J \ s

■vs’ ■ • ■
» ^xb каковы бы ни были vx, v2, ... , vx(* Rx и s£Nx-i.

<5+1 /

Определение 4. Определителем матрицы A: {a(. ft)}
Ш, *)6Nx X Nx) называется число Dx (vv v2, ... , vK), где

vs=[asl, asZ, ... , asX}, обозначаемое символом det A.

Определителем линейного отображения А множества

Rx в себя называют число det А, где А — матрица
отображения А, и пишут det A= det А.

Замечание 1. Рассмотрим следующую функцию D,

заданную в пространстве Rx*: если х= (хъ х2, ...
, лгхг), то

положим

Аг= {-*(1_1)х+*} ^)6NxXNx), где x£Rx\
D (х) = det Ах (л:£/?хг). Эта функция D непрерывна в Rx\
Иначе говоря, определитель есть непрерывная функция своих

элементов.

Предложение 5. Если А и В — две квадратные XXX-

матрицы, то

det (А • В) = det А • det В.

Теорема 4 (д. 3). Пусть А— линейное отображение мно-

жесщва R1 в себя. Следующие утверждения равносильны-.

1) А отображает множество Rx на себя;
2) А взаимнооднозначно;
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3) det A=^0;
4) существует линейное отображение А-1 множества Rx

в себя такое, что А о А-1 = //?х, или А_1°А— IR\.
Определение 5. Линейное отображение Л множества Rx

в себя называется обратимым, если detA^O. В этом случае
отображение А-1 — это просто отображение, обратное к

отображению А.
Предложение 6. Пусть А, В — обратимые линейные

отображения множества Rx в себя. Тогда
1) (А-1)-‘ = А;
2) (АоВ)_1 = В_:1оА_1.

Нетрудно было бы дать явное выражение элементов

матрицы Л-1 через элементы матрицы Л. Для наших целей, однако,
достаточно следующее

Замечание 2. Пусть Л — матрица {я(/>А)} ((г, &)6NxXNx),
det Л фО. Тогда Л-1 есть матрица {Ь{1Л)) ((i, &)6NxXNx),

> где dik — функция, непрерывная в пространстве

Rx\ D— функция, рассмотренная замечании 1, а х = (хи
х^, ..., хХ2) — точка пространства Rx\ такая, что xX{l_l)+k—

*=ad,h) ((*> £)6NxXNx).
Предложение 7. Если А— линейное отображение

множества Rx в себя, то существует единственное линейное

отображение В множества Rx в себя такое, что

<Ахху>х= <х, Bj»x,
каковы бы ни были векторы л:, y£Rx-

Определение 6. Отображение В, о котором говорится
в предложении 7, называют отображением, сопряженным с

отображением А, и обозначают так: В = А*.

Предложение 8. Пусть А и В— линейные отображения
множества Rx в себя. Тогда

1) (А°В)* = В*оА*;
2) (А-j- В)* = А* -{- В*;
3) (А*)* = А;
4) если А— обратимое отображение, то (А*)-1 = (А-1)*;
5) если {fl(lifc)} ((i, ^)6Nx X Nx) — матрица отображения А,

а (а*г ((i, ft)£NxXNx) — матрица отображения А*, то

a(i, ft)
= a(k, I)

при любом индексе (/, &)£NxXNx.
Определение 7. Линейное отображение А множества

Rx в себя называется симметричным, если А* = А.

Симметричное отображение называется положительным, если

<Ла% я>х>0 при любом х 6 Rx, х =^= 0.
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Определение 8. Линейное отображение U

пространства Rх в себя называется ортогональным, если || U (jc) (|х = ||лг|{х
при всех x(*R .

Пусть U — линейное отображение пространства Rx в себя.

Предложение 9. Следующие утверждения равносильны:

1) U — ортогональное отображение пространства Rx в себя;
2) <U (л), U(y)>x= <x, j/>x при любых х, у £/?х;
3) U — обратимое линейное отображение и U-1 = U*.
Легко показать, что абсолютная величина определителя

ортогонального отображения равна единице.
Определение 9. Пусть съ с2, ..., сх

—

вещественные

числа. Отображение D пространства Rx в себя, заданное
равенством

D ((Л-Ь • • •
)

= (С1Х1> С2х2, • • •
, СХХ})

((Xj, х2, ...
, xx)£R ^

называется диагональным, а числа сг, с2, ...
, сх
—

собственными. числами отображения D.
Этот термин связан с тем, что все элементы матрицы

диагонального отображения, кроме элементов, стоящих на

диагонали, равны нулю:

аа,щ
= О ПРИ iz^k' akk = Ck (k=l, 2, ..., X).

Частным случаем диагонального отображения является

отображение подобия (или гомотетии) с коэффициентом c£R. Так

называют отображение, которое каждому вектору x^Rx
ставит в соответствие вектор сх.

Теорема 5 (д. 3). Если А — симметричное отображение
множества Rx в себя, то существуют ортогональное

отображение U и диагональное отображение D множества Rx
в себя, такие, что

A= U°D°UI.

Если отображение А положительно, то все собственные
числа отобраэюения D положительны.

Предложение 10. Пусть А— обратимое отображение
множества Rx в себя. Тогда существуют ортогональные

отображения U, V и диагональное отображение D множества R
в себя, такие, что

А— U о D о V

и все собственные числа отображения D положительны.

Доказательство. Рассмотрим отображение А*°А. Это
отображение симметрично: (А*°А)* = А*о(А*)* =А*оА и

положительно. В самом деле,

<(А*оА)(х), х>х= <А(х), А(х)>х = IА(х)||х>-0 (*G/?X).
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Если бы при каком-нибудь x^Rx, правая часть послед¬

него равенства равнялась нулю, то это значило бы, что образы
двух различных векторов х и 0 множества R1 при
отображении А совпадают, т. е. что отображение А не

взаимнооднозначно. Но это противоречит обратимости отображения А

(теорема 4). Итак,

<(A*°A)(jc), х>х > О

при всех x£Rx, таких, что хфО, и отображение А*°А
положительно.

Значит (теорема 5),
A*oA= QoLoQ~1.

где Q— ортогональное, a L — диагональное отображение
с положительными собственными числами си с2, ..., Пусть
D — диагональное отображение с собственными числами

Уси 1Гс%л ...
, утх

и

B = QoD°Q_1.

Проверим, что В— симметричное отображение:

B* = (Q°Do Q-1)* = (Q*)-1 о D* о Q* = (Q-1)-1 °DoQ-J ==

= Q D Q-1 = В.

Кроме того,

BoB= (QoDoQ-1)o(QoDoQ-1) = QoDo(Q-1oQ)oDoQ-1 =
= Qо D ° D о Q-1 = Q ° L о Q-1 А* ° А

(ведь DoD = L).
Покажем теперь, что отображение Т =

А*—*сВ—ортогональное. Для этого проверим, что Т обратимо и что Т* = Т-1

(предложение 9). Ясно, что

Т* =(А*“*оВ)*= В* о (А*_1)*= Во ((А*)*)-1 = В о А"1;

в то же время

т О(В о А-1) — А*-1 о В о в о А-1 = А*-1 о А* о А о А'1 = IRx ° = IRl,
т. е. Во А-1 = Т"1.

Теперь заметим, что А = А*_1оВоВ = ТоВ = ToQoDoQ”1.
Обозначим ToQ= U, Q_1 = V.

Отображение U ортогонально как суперпозиция двух
ортогональных отображений, отображение Q"1 ортогонально как

обратное к ортогональному отображению. И так как A=UoDoV,
то предложение доказано.
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В заключение этого пункта введем и обсудим важное

понятие нормы линейного отображения. Сначала заметим, что

если А— линейное отображение множества R в множество

R‘, то функция /А, заданная на множестве Rx равенством

/д (X) = IIА (X) ||v = j/ 2 [as (*)]2 U £RX)<
5=1

где аъ а2, ...
, as
—

координатные функции отображения А,

непрерывна, так как, очевидно, функции аи а2,..., av

непрерывны. Значит, по теореме Вейерштрасса (теорема 2), среди
значений функции /А, принимаемых ею на единичной сфере

Sx пространства Rx (5х = {х £ Rx: || х ||х = 1}), есть наибольшее.

Определение 10. Если А — линейное отображение
множества Rx в множество R\ то число

max/А (*)= шах ||A(x)||v
xeS^ И^Х *

называется нормой отображения А и обозначается символом

IАI (иногда это число называют нормой матрицы. А
отображения А и обозначают так: ||Л|).

Для того чтобы не путать норму отображения с нормой
вектора, мы будем часто последнюю обозначать так: || х ||х (л £ Rx),
сохраняя индекс К

Поясним понятие нормы линейного отображения А. Если

rDx IIА (д:) II,
х£Н, хф 0, то число —г—л— показывает, во сколько раз

II ■* ИХ

изменяется длина вектора х при отображении А. Как
показывает п. 1 доказываемого ниже предложения, длина всякого

вектора при отображении А изменяется не больше, чем в ||А||
раз (и легко видеть, что существует вектор x£Rx, такой, что

его длина изменяется ровно в |А|| раз).
Предложение 11. Пусть А и В—линейные

отображения множества Rx в множество R', С — линейное отображение
множества /?v в множество R[\ а — (конечное) вещественное
число. Тогда

1) || А || = min :||A(x)||v^c||a:1|x при всех х£/?х); в част¬

ности, ||A(x)||v <||A||||x||x при всех x£Rx;
2)
3)
4)

А+В|<||А||+ ||В|
«А || = «НА!
СоА||< С 11|АI

5) если {«(,-, ft)} ((*, k) £ N, X Nx)
—

матрица отображения А,
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(i, fc)6NvXNx

Доказательство. 1) Обозначим множество {с£/?:
1 A (x) ||v < с||д:||х при всех х £ /?х}символом Хк. Число ||А||
принадлежит множеству ХА. В самом деле, если х — 0, то,

очевидно, IА(^)|,<||А|-||Х1. Если же л:^0, то-

A(*)||v = (Wx‘ IWIx )1 “ ||||х|,хА( IIД )Ц ~ Wx||А (iWlx )Ц *

Но так что А J < IIАII (по определению).

Значит,
1|А(*)1<||АИ.*1к (*6ДХ)

и цлцехд.
Если же сбЛ'д, то || А (я) ||v ^ с Ц.х ||Л при всех x£R\ в

частности, при всех х ^ S\ Поэтому || А(д:)||1)^с (■*£ 5х), и ||А| =
= max IА (.*0||х<1 с. Итак, ||A||£ifA и ||А||<;с при всех с(*ХА.

xeSx

Значит, IАI= min ХА.
2) При любом xf'R*'

1 (А + В) (х) |v = 1А (х) + В (х) |L <«А (х) I +1 В (х) ||v <

<||А||.|И|Х+ ||В ЦII*«х'■= (IIАI +1|ВЦ)||л;||Х)
так что (IAI-J-1| В!) £ Х^а+в, и поэтому (см. утверждение 1)
||А + В||<||А|| + |В||.

3) Доказательство этого утверждения вполне аналогично

доказательству утверждения 2, и мы его не приводим.
4) I (С о А) (■*) 1^=|| С (А (х)) ^ | С1 • | А (д:) |v = || С || || А || || х ||х при

всех x£R . Значит, ||С||||A||G-<^CoA, и потому (утверждение
1) ||СоА||<||С|||А||.

5) При любом x£Rx, x=(xj, хг,..., xj, |A (*)||, = ||А-лгЦ,,
где А — матрица отображения А (предложение 1), т. е.

IIА (лг) ||v = 1/^2 (
Согласно неравенству Коши—Буняковского (утверждение 5,
предл. 1, п. 2)



Поэтому

IIAW||V<]/ 2
i—l (14(М =

j1 / J i=l \ft=l

=1/ 2 4.»)M*-
У (l, ft)6NvXNx

Значит, i
/ ^ а(/,ft) еХд, и доказательство заканчива-

|/ (/,ft)€NvXNx

ется ссылкой на утверждение 1.

Разумеется, было бы желательно уметь точно выражать

норму линейного отображения через элементы его матрицы.

Однако никакого обозримого выражения такого типа не

существует. Для наших целей вполне достаточно неравенства,

доказанного в утверждении 5 предложения.
Следствие. || А — В || > 11| А || —1| В || |.
Доказательство.

•

IIА Н = || В —J— (А — В) || ^ 1В || +1| А — В ||;
|| В || = 1А + (В — А) |1 -< || А || +1| В — А [| = |1 А || +1| А — В1;

IIА|| —1|В || < || А — В||; — (|| А1 —1|В||)^|| А— ВЦ.

Следствие доказано.

В этом пункте речь шла о линейных отображениях. Иногда
нам будет полезно несколько более общее понятие.

Определение 11. Отображение А множества Rv в

множество Rx называется аффинным, если существует такой вектор

у0 £ Rx и такое линейное отображение L множества в

множество Rx, что

A(x)=L(x)+j0 (*еО-
Ясно, что такие вектор у0 и отображение L единственны:

y0 = A(0), L(x) = A(x) — А(0). Поэтому можно говорить об

определителе аффинного отображения А, имея в виду
определитель detL.

7. Перейдем к дифференциальному исчислению в

пространстве R\ Основная цель дифференциального исчисления, грубо
говоря, состоит в следующем: научиться находить аффинное
отображение, близкое к наперед заданному отображению Ф

некоторого множества EcRx в пространство R\ Вообще

говоря, эта цель недостижима, если искать аффинное
отображение, близкое к отображению Ф во всех точках множества Е.

Но зато этой цели вполне можно достичь для широкого класса

отображений Ф, если зафиксировать любую точку х множества Е
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и искать аффинное отображение, мало отличающееся от Ф во

всех точках достаточно малой окрестности точки х.

Перейдем к точным формулировкам.
Определение 1. Пусть Ф — отображение открытого

множества G пространства Rx в пространство R4 и пусть л:0 £ G.

Если существует такое линейное отображение А множества

Rx в множество Rv, что

.. IIФ (х) — Ф (х0) — АО— х0) ||v

1‘”. =0’ с»

то говорят, что отображение Ф дифференцируемо в точке х0,
отображение А называют дифференциалом отображения Ф в

точке х0 и пишут:
A = dx Ф.

Х0

Предположим, что отображение Ф дифференцируемо в точке

x0£G. Положим

( ф(*) — ф(*о) — (^ф)(х — *о) (xcn\lxU
o(jc)=I \\х-хо\\х (*fcu\W).

1 0 (х = х0).
Тогда при всех x£G

Ф(х) = Ф(х0) + (алФ)(х-х0)+1х-х01ка(х). (2)
Это равенство означает, что если вектор Ф(-*0 заменить

вектором Ф (х0) + (d>®) (х — Ло) (который, очевидно, представляет

собою образ вектора л; при аффинном отображении), то норма
возникающей при этом ошибки (||.к— -^ollx’01 (•*)) стремится к

нулю, когда х стремится к л0, и притом быстрее, чем
расстояние рх(х, х0)=|л:— jc0||х (ведь lim а (л) = 0!).

Х-+Х0

Замечание 1. Если отображение Ф дифференцируемо в

точке *06G, то оно имеет ровно один дифференциал в

точке х0.
Доказательство. Пусть линейное отображение А

удовлетворяет условию (1) и пусть тому же условию

удовлетворяет линейное отображение В:

,.
II *(■*) — ф (-Ко)

— В(ДГ — ЛГ0)||,

J™. =°-

Тогда, очевидно,
IIА С* — ^о)— В(х — x0)||v

т. е. каково бы ни было число е>0, найдется такое число

8>0, что

1А (х — х0) — В (х — х0) ||v < ©Н х — х01
при всех x(*G, таких, что Их— х0||-<8. Число 8 можно

считать столь малым, что Dx (х0, 8)cG (ведь G— открытое
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множество). Если у G R1 и у Ф О, то х0 -j-
||

€ D}' (х0, S) С О

Иначе говоря, при всех y£Rx
II (А В) (у) fiv ■< s || у ||х,

каково бы ни было число е > 0. Значит, Ц А (у) — B(y)j|v = o

СУ6ДХ),А = В.

Замечание 2. Если А — линейное отображение
множества Rx в множество R\ то А дифференцируемо в любой

точке х0 £RX и dXoA = A UoGtf'j- В самом деле,

А (л) — А (х0) — А (х — лг0) = О

при всех x^Rx, так что равенство (1) (с Ф = А) выполнено

тривиальным образом.
Замечание 3. Если отображение Ф дифференцируемо в

точке x0£G, то оно непрерывно в этой точке.

Доказательство. Точка х0, очевидно, есть точка

сгущения множества G, и потому достаточно проверить, что

lim Ф (х) = Ф (л:0) (определение 5, п. 3). Но ведь
х-*ха

НтФ(х)= Ф(л:0) + Нт(^;(.Ф) (х— лг0) + Нт||х —х0||-а(л:) = Ф(х0).
х-+х0 х->х0

0

х-+х0

Постараемся теперь найти достаточно простые условия,
обеспечивающие дифференцируемость отображения Ф в точке х0.

С этой целью обратимся сначала к отображениям в

множество R, т. е. просто к числовым функциям.
Определение 2. Пусть /—(конечная) функция,

заданная в открытом множестве G пространства Rx, х0^О, v£Rx,
||г»||х = 1. Предположим, что о —столь малое положительное

число, что

Dx(x0, о)сО.

Рассмотрим функцию ух, заданную на множестве

(-о, о)\{0}СЯ
равенством

?Xo(t) ==Л*.°
+ /-•")-/. (— о < ^ < a, t^= 0).

Если существует конечный предел
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то говорят, что функция / имеет в точке х0 производную по

направлению v, равную lim <рх (t). Эта производная обозначается

так:

W-

Если v — e\ (s£Nx) \е\-= ^0, ... , _1_ , ... , Ojj , то вместо

44-(.*0) пишут (х0) или D(s)/(x0); производную по напра-
des oxs

влению exs называют частной производной функции f по s-й

координате.
Можно дать иное определение частной производной по s-й

координате, равносильное только что данному.

Определение 3. Пусть/, G, х0 и а обозначают то же,

что в определении 2, пусть л0=(х(°), 40)> ..., 40))> s —на"

туральное число, s < X. „

■

Рассмотрим функцию Fs, заданную на промежутке

(4°)—о, 40>~Ьа) следующим образом:

Fs (t) =f(x?h 40), • •
•. 4% t, Xl% ...

, 4°>)
'

(^(40)_a, 4°) + o)).
Предположим, что функция/^ имеет в точке 40) конечную

производную F^xf't'). Число V7'(40)) называют частной

производной функции f по s-й координате в точке х0.
Доказательство равносильности двух определений частной

производной по s-й координате представляем читателю.

Предложение 1. Допустим, что функция /, заданная по

крайней мере в открытом Х-мерном шаре Dx (х0, 8), в каждой
точке х этого шара имеет частные производные по всем

координатам:

Dwf(x), D(2)/(*),... , D{X)f(x),
и что функции Dmf, D^f,.. .

, D(X)f непрерывны в точке х0.

Тогда функция / дифференцируема в точке х0.
Доказательство. Пусть х = (л^, х2, ...

, л:х) —

какая-нибудь точка шара Dx (х0, о) и пусть x0 — (xi\ ...
, х[0)). Легко

понять, что

f(x)-f(x0)= f(x1, х2,..., хх)~/(4°), 4°>, ... , 4°>) =
= /(■*1. *2, • • •

, хх) —/(4°), л2, х3, ... , xj +
+/(4°), х2, х3,..., хх) —/(л-(°), 4°), хх) +

+/(40), 4°>, х3,..., хх) —/(4°), 4°>, 4°>, xit..., jcx) +
+ +

+/(4°>, 4°),..., 4°_),, хх)—/(4°>, 4°>,..., 4°>).
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Пусть теперь t— любое число, принадлежащее

замкнутому промежутку с концами xlt х^ (пусть, например,

х1<х{°>). Тогда (t, х2,..., xx)£Dx(x0, о). Положим /г1(0=
— f(t,x2,..., хх)й Тогда

f(xlt xit..., хх) —f(xf\ х2,..., xx)=F1(xi) - Fx (x<°>).
Но функция Fx в любой точке t промежутка [хх, *f>] имеет

конечную производную F\ (t) =Dwf (t, х2,... , л;х). Поэтому
по теореме Лагранжа о среднем можно найти число ^(х)*
расположенное между числами хг и xf\ такое, что

Л (*i) - Рг (X?) = F'l (к (X)) (X,
- 4»),

т. е.

f[xu х2,..., хх) —f[xf\ х2, ...
, хх) = ,

= £)(1)/(Л (х), х2,... , хх) (*, — М0)).
Вводя функцию F2, заданную на промежутке с концами х2, 40):

F2(t)=f(x{°\ t, хг,... ,хх),
убедимся точно так же в том, что в упомянутом промежутке
найдется точка t2(x) такая, что

f(xf\ х2, х3,..., xx)—f(xf), 4°), л:3, ...
, хх) =

= D(2)f(xf\ t2(x), х3, ...
, хх) {хг — 40)).

Рассуждая точно так же, мы убедимся в том, что существуют
точки tx(x), t2(x), ...

, tx(x) такие, что tj(x) принадлежит

промежутку с концами xj, л;С°) и

/(■*)-/(•*о) =

= 2^(У)/(х10), х$\ ...
, xfli, tj(x), хм, ...

, хх) (Xj—Xf).

(3)
Положим

aJ{x) = D^)f[xf\ х$\ ..., xflx, tj{x), ХМ, ..., x,)-DU)f(x0)
(/'€ Nx, x€Dx(xe, о)).

Проверим, что limay(x) = 0 (/£NX). Для этого воспользуемся
Х->Х0

тем, что по условию функция D(y)/ непрерывна в точке х0.

Рассмотрим произвольную последовательность {уп}“=1 точек шара

D1 (х0, о), стремящуюся к точке х0, и пусть уп =

= [yin\ У(2п\ • • •
. yia))’ Тогда (предл. 1 п. 3)

lim yW = xf) (s= 1, 2, ...
, X).

П~> °о
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Но £у(ул) содержится в промежутке с концами ур, х<-р, так

что lim tj(yr) — x[p (y'GM), и потому
П-+ оо

Нта,(уя)=

=lim DU)f(xf\ х(2°\ ..., 4-ь tj (Уп). Уу+ь • •
•. y{n))—D{1)f{Xo)=О

П— оо

{так как частные производные непрерывны в точке х0).
Наконец, заменим в равенстве (3)
DU)f\x(i0), xf\ ... tj{x), ..., хх) на D{l)f{x0).-\-ctj (х).

Тогда получим

f(x)-f(x0) = ^iDU)f(x0)-(xj - xf) +
j=i

X

+ 2 М-(4~ХТ) =<к С*о)> (х—хо)>х +
'-1

40))>
7=1

где 6 (•*<>) — вектор (Dwf(x°), D(2)f (х0), ..., D{l)f(x0)).
Теперь заметим, что, во-первых,

I /(*) —fix) — <£ (Х0), (X — х0)>х |
\\х — *о11л

_

2 “/ (•*)■ (Х~ХТ) ~\f2 [“;• О)]2
• \\х~хок

I „ j=i
_

^ И— -*оИх
X

2 [ау С*)]2 (х £ D (х0, о)? д: =т^= х0),
У=1

-,
/ С*) — / (■*<>) — <* С*о), О — -^о)>х

и потому lim г-—-1
= 0;

jc-*-jc0 11 х Их

во-вторых, отображение множества Rx в R1,
сопоставляющее вектору x£Rx число <k(x0), л;>, линейно (предл. 1 п. 2).

Все сказанное и означает, что функция / дифференцируема
в точке х0.

Предложение доказано.

Определение 4. Пусть Ф — отображение открытого

множества G пространства Rx в пространство Rv и пусть

?2’ •••»

—

координатные функции отображения Ф. Если

при любом x£G существуют частные производные D^\i(x)
(/ = 1, 2, ..., v, у = 1, 2, ..., X) и если функции Du\t
(i = 1, 2, ..., v, j= 1, 2, ..., X) непрерывны в G, то отобра¬
жение Ф называют гладким.
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Матрица (£>(Л<р,-(х)} ((г, y')GNv X Nx) (x£G) называется

матрицей Якоби отображения Ф в точке x£G. Эту
матрицу мы будем обозначать символом Ф' (х). Определитель
det®'(х) матрицы Якоби при v = X называют якобианом

отображения Ф в точке х.

Предложение 2. Если Ф — гладкое отображение
открытого множества G пространства Rх в множество R', то Ф

дифференцируемо в любой точке х0 £ G, и при любом х £ G
матрицей линейного отображения dXoФ служит матрица Якоби Ф' (х0).

Доказательство. Из предложения 1 следует, что при
любом i£N, координатная функция ср,- дифференцируема во

всякой точке x0£G. Поэтому, какова бы ни была точка x0£G,
существуют функции аъ а2, ..., а,, заданные в G и такие, что

Л

91 (-*-) 91 (хо) — 2 Vl (хо)' (XJ xf*) ~Ь
j=1

+1х— х0||х• o-i(х) (хбG, /6Nv)

и lima/(x) = 0 (/£NV). Но это значит, что вектор Ф(х)—Ф(х0)
х-+ха

равен
Ф'(х)-(х — x0)-f Iх— х0||х«(х), где а(х) =

= («i(x), а2 (х), . . .
, av(x)),

причем, очевидно (предл. 3 п. 3), Ита(х) = 0. Но это и зна-

х-+х0

чит, что отображение Ф дифференцируемо в точке х0, и

№„ф)(х)= Ф'(х0)-х (x6/?v).

Рассмотрим частный случай этого предложения:

предположим, что v=l. Тогда матрица Якоби Ф'(х) состоит из одной

строки, т. е. представляет собою вектор (D(I)®(x), /)(2)Ф(х), ...

... £(Х)Ф(х)).
Определение 5. Вектор (D(1)Ф(х), £(2)Ф (х), . . .

...,
£)(Х)Ф (х)) называют градиентом функции Ф в точке х £ G и

обозначают так: grad®(x).
Последнее предложение в случае v=l показывает, что

{йхФ) (h) при любом h £RX и x£G есть число, равное

скалярному произведению <grad Ф (х), h>.

Предложение 3. Предположим, что Ф— гладкая

функция, заданная в открытом множестве G пространства R\ Если

x*£G и ф(х*)<Ф(х) при всех x£G, то grad®(x*) = 0.

Доказательство. Допустим противное, т. е. пусть

grad®(x*) Ф 0. Положим V—
цgradФ•

ТогДа если
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то

Ф (х* + tv) — ф (х*) -f (dx*ф) (tv) -f- a (tv) || tv ||х =
= Ф (х*) + <grad Ф (х*), tv>\+ а (tv) | tv ||х =
= Ф (л*) +11 grad Ф (х*) ||х + а (tv) ■ \ 11 • || v ||х

при всех достаточно малых t; lim a (tv) — 0. Поэтому найдется
t-+ О

такое число 8>0, что при всех t, удовлетворяющих
неравенству 111 < о, выполнено неравенство |а (tv) | • \v йх<11 grad®(A:*)||x.
Если t < 0, 111 <[ 8, то

Ф (** + tv) = Ф (х*) +1 (II grad Ф (**) ||х - а (tv) • || г» Ц) <Ф(х*), .

что противоречит условию.
Предложение доказано.

Предложение 4. Предположим, что Ф — гладкое

отображение открытого множества G пространства Rx в

пространство R\ Рассмотрим функцию Г, заданную на

множестве G следующим образом:

г(*)=КФ||=||Ф'(*)! 0*6G),
где Ц^ФЦ— норма отображения dxФ (определение 10 п. 6).
Функция Г непрерывна в G.

Доказательство. Пусть х, у £ G/Ясно, что

Ф' (х) — Ф' (у) = {Du\i (•*) - Du\i (у)} ((/, у) в N, X Nx).
Поэтому (см. предл. 11 п. 6 и следствие к нему)

1Г(.*)-гоо|<||Ф'(*)-Ф'0/)||<

< л/ 1 (*) - Du\i (У)]2 *

у (I, j) е N4XNx

Остается воспользоваться непрерывностью частных

производных (i6N„ y'6Nx).
Предложение доказано.

Предложение 5. Допустим, что Ф удовлетворяет всем

условиям предыдущего предложения, v = X, и пусть К
—

ограниченное множество, содержащееся в G вместе со своей

границей. Если detФ'(л) =т^= 0 при всех х£К, где К—К^дК
(замыкание множества /С), то существует число с>0 такое,
что

|Ф'(-*И11х>с11Л1х

при всех и всех х£К-
Доказательство. Рассмотрим множество Е С Rn,

состоящее из всех точек 2 = (хъ х2, ..., Хх, уи ..., _Ух), таких, что

(*!, x2, ..., хх)£К, 1 (уь у2, ..., ух)||х = 1. Легко проверить
что Е—ограниченное и замкнутое множество пространства R .

335



Пусть функция Н задана на множестве Е следующим образом:

Я(2:) = ||Ф,(л:)з/||х (z£E, z=(xlt хг, ..., хх, уъ у2, ух),
х = (*!, хг, ..., Хх), у = (ух, у2, ..., j/x)).

Функция Н, как легко проверить, непрерывна на множестве Е\

\H(z)-H(z)\ = \№'{y)yl-\V (х)~уЦ^
<||Ф'(А;).у-Ф'Й-Я<1ф,(^)^-Ф,(-«)-У|1х +

+ II®' С*) -y-Ф' (X) •

У Ik< IIФ' (*) IIIIУ - У «X +

+|]ФЧ-^)—ФЧ^)11

при всех г, г £Е (z = (xu хг, ..., хх, уъ у2, ..., ух), z—

= (хъ х2, ..., хх, Ух, у2, . . .
, Ух), х — {хи х„ . . .

, Хх),

х = {хъ xt, ..., хх), у = (уи .... Ух). У = (Уь Л))- Но

II Ф' (-*0II = Г (•*) ^ sup Г (х) < + оо (см. предыдущее предло-
X € К

жение), ||.у||х = 1. Поэтому (см. предл. 11 п. 6)

| H{z) -HCz) |< sup Г (х) ■ \у-- у! +
х 6 К

+ \f 2 [Du\i(x)-D{\(7)Y (z, ~z£E).
V (l,j)e NXXNX

Из этого неравенства легко следует непрерывность

функции Н на множестве Е.

Вместе с тем //(г) > 0 при любом z£E, ибо в противном
случае оказалось бы, что

Ф'(х)-у = 0

при некотором х£К и уф 0 (||ylix = 1), что противоречит

условию det®'(x)^0 при всех х£К (теорема 4). Среди
значений непрерывной на ограниченном замкнутом множестве Е

функции Н есть наименьшее. Обозначим его буквой с;

очевидно, с> 0. Итак, ||Ф'(х)-_у||х при всех х£К и y£Rx,
|Ы|х = 1. ЕслйАб#*, h-Ф 0, то пусть у

=~~. Тогда ||.у||х = 1 и

1Ф'(л:)-^|1х=|ф'
т. е. ||Ф' (х) • А||х ^с||Л||х. При h = 0 это неравенство очевидно.

Предложение доказано.
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В следующем предложении даны правила
дифференцирования линейной комбинации отображений и сложного

отображения.
Предложение 6. 1) Пусть Ф) и Ф2 — отображения

открытого множества О пространства Rx в пространство R\
дифференцируемые в точке х0 £ О, a tx и t2 — конечные

вещественные числа. Тогда отображение + (см-
определение 6 п. 3) тоже дифференцируемо в точке х0 и

dxa (*,Ф, + *аФ,) = +МА

(^,Ф1 + ^ф2)' (*о) = *1Ф1 (Хо) + *2ф2 (х0).
2) Пусть Ф — отображение открытого множества G

пространства Rх в открытое множество G* пространства R^, а 'Р —

отображение, заданное по крайней мере на множестве G* со

значениями в множестве R\ Если x0£G, отображение Ф

дифференцируемо в точке х0, а отображение ЧР" дифференцируемо
в точке Ф(л0). то сложное отображение 1РоФ дифференцируемо
в точке х0 и

^0(ЧГоФ) = (аГФ(Хо)1Г)о(^Ф), (4)

(Ч1 о фу (х0) = ¥' (Ф (JC0)) • Ф' (х0). (5)

Доказательство. 1) Из определения
дифференцируемости (см. равенство (2)) следует, что существуют дна

отображения аг, а2 множества G в множество R', такие, что при
всех х £ G

<S>j (х) = Ф; (х0) + (dxpj) (х — х0) -+-1| х — х0 ||х• а, (*) (7=1, 2)

и limaj(A:)= lima2(х) — 0. В таком случае при любом x£G
Х-*Х0 x-+xq

(^1ф1 + 4ф2) (■*) = {х) + *2Фа (х) = (х0) + *2Ф2 (х0) +
+ tx (dx<&i) (х — х0) +12(dXoФ2) (x — x0) +

+ II ■* — xo Ik (^iai (■*) + (•*))•

|Принимая во внимание линейность отображения txdx„Фх +
+ ^2^оФ2 и тот факт, что lim (t1al (х) -j- tia.i (х)) — 0, заключаем,

х~х0

что отображение ^1Ф1-|-^2Ф2 дифференцируемо в точке л:0 и

dXo (txФ, + 12Ф2) = t,dx®l + ^,0Ф2. (6)

Равенство матриц (^i®i+ ^2фг)/(-^о) и (х0) -J- £2ф2 (х0) еле-

дует теперь из равенства (6) и предложения 2 п. 6.

2) По условию существуют отображения а и р, заданные

соответственно в множествах G и G*, такие, что

Ф (х) — Ф (х0) = (dx Ф) (х — х0) -f II х — х0 ||х а (х) (7)

при всех G,
W (х) = ЧГ (Ф (*„)) + (^о)W) (х - Ф (*„)) +1| х - Ф (х0) И,л • В (х)
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при всех x£G* и

lim а (л;) := 0, Нш Р(х) = 0.
Х-*Х0 Л-^Ф(Хо)

Обозначим сложное отображение ^РоФ символом F. Тогда

при любом х £ О

F{x) = W (Ф (х„)) + (d<l>{Xo) W) (Ф (х) - Ф (х0)) +

+ IIФ (X) - Ф (х0) IР (Ф (х)) = F (х0) + (dHXo)W) (Ф (X) - Ф (х0)) +
+ ||Ф(х)-Ф(х0)||^(Ф(х)).

Заменяя в этом равенстве ф(-*0—ф(-*о) правой частью

равенства (7), получим

F(x) = F(x0) + [(<^„ф) (x — x0) +1| x — *0 ||x a (x)] +
+ II Wro®) (X — Xo) + llX — *0 Ik a (■*) I,, • P (Ф W) =

=^W+ [(^0)Т)о(^Ф)] (X-X0) +

+ (d*(xo)W) (I * — x° Ik a (■*)) + II (■* — xo) +

+ \\X — *0 Ik® (*) IP (® (■*))•

Обозначим линейное отображение (сЦ^Ф^д^Ф) множества R

в множество Rv символом А. Если мы докажем, что

Ц /=-(де> — 7=-(jf0) — А <дс — jco) (I,

JiT. i^i =0'

то дифференцируемость отображения F в точке хе и

равенство (4) будут доказаны. Но при x£G, х=^=х0,

\\F(x)-F(xQ)-A(x-x0)l
И jc — лг0 Их

^
||(^0)^)(1^—^о11х°(^)) + ||(^0ф)(-^—yo)+lU-^lx «(*)Ц(Ф (*»!»

И*-*оИх

Числитель этой дроби не превосходит следующей суммы
(см. предл. 2 п. 1, утверждения 3 и 4):

IK'W*') (II*-*olk-«(■*))!, + I (^оФ) (* - Хй) +
+ \\х — х0 Ik а (х) k • || р (Ф (х>) ||v.

Кроме того, согласно предложению 11 (п. 6, утверждение 1)

II(“W*)(I■■*-■■*.I'* W)I <-Ц*—*Д*М1.=

II (dXoФ) (х — х0) -}- И х — х0 |k a (х) ^ I (dXoФ) (х— Хо)!^ +
+ IIII •* — х0 Их a (■*) I < II ^оф II • II — *о) Их + II •* — Х0 Их • IIa (х)
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Окончательно получаем (x£G, х=£х0):
\\F(x)-F(x0)~ А(х-хр)1 ^

IIJC — Их ^

^ \\x-M\i •1Ич>(-Уо)чг1|-11ст(^)У+ [КфД-11*—-*ollx+il*—*ollx -1K*)1U №(<i>(*))t
И ЛГ — ЛГ0 llx

= \\d*MW II • II “ <*) I + I P (ф (*)) II [1^0® 11 + II « (X) У .

Так как lim а(х) = 0, то остается проверить, что
х->х„

lim р (Ф (х)) = 0. (8)
х-*х0

Равенство (8) легко следует из непрерывности
отображения Ф в точке л:0 (замечание 3 к определению 1) и из того,,

что lim [3(х) = 0.
.г-Ф(.г0)
Равенство (5) следует из равенства (4) и предл. 2 п. 6.

Предложение доказано.

В приложениях дифференциального исчисления важную

роль играет теорема Лагранжа о среднем. Эта теорема
позволяет оценить сверху приращение дифференцируемой
функции на промежутке, если известна верхняя граница
производной этой функции. Оценка такого типа возможна и для

гладких отображений.
Определение 6. Пусть х и у

— точки пространства Rv.

Рассмотрим отображение <р промежутка [0, 1] в множество R'1-

?(*) = * + *У (^6 [0, 1]).
Множество 9 [[0, 1]] называется прямолинейным отрезком,
соединяющим точки х и у, и обозначается символом [л, у].

Предложение 7. Пусть G — открытое множество

пространства R\ Ф — гладкое отображение множества G в

пространство R\ Если точки л: = (.*!, х2, ..., Хх) и y — (yv у2, ■.., _VX)
принадлежат множеству О вместе с соединяющим их

прямолинейным отрезком, то существует точка z, принадлежащая
этому отрезку и такая, что

ll®(y)-®WIL<ll(4®)(y-^)i. (9)

Замечание. Если v = l, то неравенство (9) можно

записать и так: |Ф(_у) — Ф(л)| ^ |<gradФ(г), у
— ху\.

Доказательство. При £6[0» 1] положим

/>(0 = <Ф(* + t(y-x)), Ф(у)-Ф(х)К

Ясно, что /^(l) — ^(О) =||Ф(_у) —Ф(я)||2. Таким образом, дело

сводится к вычислению приращения числовой функции F на

промежутке [0, 1]. Это приращение мы вычислим, пользуясь
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теоремой Лагранжа о среднем. Убедимся сначала в том, что

функция F дифференцируема в каждой точке промежутка
(О, 1) и непрерывна в точках 0,1. Для этого заметим, что F =

= \Р1оФоЦг2) где Ч1^ — отображение отрезка [0, 1] в

множество О, заданное равенством

У2 (£) = *+ * (у — х) (*G[0, 1J);

Wj — отображение множества R* в множество /?’, заданное

равенством

(и)—<и, Ф (у)—Ф (.*:)>„ («6#v).
Отметим, во-первых, что ЧГ2(06О при всех £6[0. 1], так

как Ф'гСОб Iх* J'], а I-*, J'JciG, и, во-вторых, что

отображение ЧГх линейно и dzWx = Ф, при всяком z^R'1 (предл. 1 п.. 2,

утверждение 4).
Применяя предложение 6 к сложному отображению F,

видим, что оно дифференцируемо при любом £6(0, 1) и

dtF= dt{Vt (t))V! о dVt (/)Ф od,Vt (*6(0, 1)).

Ясно, что d(W2—линейное отображение, переводящее

каждую точку -z^R в точку х(_у — x)£R\
Наконец, заметим, что отображение F непрерывно в точках

0 и 1 как суперпозиция непрерывных отображений. Все
сказанное позволяет применить теорему Лагранжа и утверждать,
что существует число в 6(0. 1)> такое, что

II Ф (У) - Ф (*) II! = /41) - F(0) - F' (0) ■■ 1 = (d^F) (1) =

~(d<6 (V, (0))^1О^ЧГг (0)Ф°^0^*2) (1) =

=К (V, (0)rFi) [«, (9) Ф) O'—■*)] = W1 [(^2 (в)Ф) (У - х)\ =
= <^(0)ф(У— *). Ф(у) — Ф(■*)>,<

<11^3,0,Ф(^-^)1-||Ф(У)-Ф^)1-
Обозначим ЧР2 (0) через z. Ясно, что z£[x, у] и

IIФ ОО. ~ Ф (х) If < II dp (у - х) ||v •« Ф (у) — Ф (х) ||v.

Разделив обе части последнего неравенства на ||Ф(у) — Ф(*)|,
(если Ф(у)—Ф(х)= 0, то неравенство (9) тривиально, так что

можно считать, что ||Ф(у) — Ф(*)И>0), получим
неравенство (9).

Предложение доказано.

Следствие. Предположим, что Ф — гладкое отображение

открытого множества О пространства Rx в

пространство R\ а Р —прямоугольник, содержащийся в G вместе
со своей границей. Тогда отображение Ф равномерно диффе¬
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ренцируемо на Р, т. е. для любого кисла е > 0 найдется
такое число 8>0, что

||Ф(_У)_Ф(Л)_Ф'(Л).(Л_->,)|1<£||Л_У|!Х
при всех х, у Р таких, что \\х — у||х< 3.

Доказательство. Частная производная D(J\i (*6 N,,
у 6 Nx) координатной функции отображения Ф непрерывна

на множестве О, а так как множество Р= Р^jdP ограничено,

замкнуто и содержится в множестве О, то функция £>(у)<р*
равномерно непрерывна на множестве Р, и тем более на

множестве Р. Пусть е — произвольное положительное число.

Найдется такое положительное число otj (i £ Nv, у £ N/), что

I fi(x) — Уi O') I ^ 8
-7==“

J/ Л-V

при всех'л, y£P таких, что ||jc—_vj|x Siy-.
Положим

8 = min ou.
(/, ;)6N,XNX

Пусть x£P. Рассмотрим вспомогательное отображение F

множества G в пространство /?v:

/г(у)=ф(у)-ф,Му (у 6 О).

Ясно, что F—гладкое отображение. К нему применимо
предложение 7: при любом у£Р

\\F(y)-F(x)l^\\dzF(y-x)l,
где z — некоторая точка отрезка [л;, у] (заметим, что [л, у]сЯ,
что легко следует из определения прямоугольника).
Используя понятие нормы линейного отображения, видим, что

IIF (у) —F(х) |у < || dzF\-\\у — х ||х.
Заметим теперь, что

F(y) — F (х) = Ф (у) — Ф (jc) — Ф' (*) • (у — х)
и что dzF=dz<b— йхФ (замечание 2 к определению 1).
Предположим, что х, у£Р, ||j:—.У||„<^. Тогда

. ||ф(у)_ф(л)_ф/(х).(у_л)|| =
= II F(y) -F(x) ||v < || d2Ф - dxФ || • IIУ — * «х <

<'|/ 2 D<'V(*)]2||.У-•*llx•
^/ (/, у) 6 NVXNX

Наконец, замечая, что \z — л;||х<;||_у— -*ВХ^5 и продолжая

оценку, видим, что

II ф (у) -ф(^) - ®' Шу- *) II <

=

Т7 •|У~~JClx = sl-V —

-^Последствие доказано.
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Это следствие лежит в основе следующего предложения.
Предложение 8. Если Ф — гладкое отображение

открытого множества О пространства Rx в пространство R\ а К—
ограниченное множество, содержащееся в G вместе со своей

границей, то отображение Ф равномерно дифференцируемо
на К: для любого числа е>0 найдется такое число S >0, что

|ф(зО-ф(*)-Ф'(*Му-лН<«1|у-Ч (Ю)

при всех х, у£К, таких, что §л:—_у||х^8.
Доказательство. Множество К=К^ дК ограничено

и замкнуто. Если t^K, то t£G, и в силу открытости
множества G найдется открытый прямоугольник Рь такой, что t£Pt
и Pt С G. Семейство _прямоугольников [Pt\ {t£K) образует
покрытие множества К:К<Z \J_Pt, и по теореме 1 найдется

_j*k _

конечное множество К0С1К, такое, что AT CZ U Pt.
teK0

Допустим теперь, что наше предложение неверно. Тогда

существует такое число so>0, что при любом 8>0 найдутся
точки х, yQK, такие, что \\х — у||х-<8, но

IФ (у) — Ф (х) - Ф' (*) • (у - х) I, > е0|| у - хЦ.

Пусть 8n =-b(«6N) и пусть хп, уп
— такие точки множества

К, что \хп —.Уя||х<^-, но

IIФ (у„) - Ф (хп) - Ф' (хп). (уа - Хп) ||v > е0 IIуп - хпI. (11)

Для каждого найдется в силу предыдущего следствия

число §, > 0, такое, что неравенство (10) выполняется при

е = е0 и при любых х, у £Pt и таких, что Цдс—Ввиду

того, что хп 6 К, уп 6 К (я 6 N), а К —-

ограниченное и

замкнутое множество, найдется последовательность (п*) (/£N) и точка

х£К, такая, что

Щ 6 N, я, < nl+1 (I б N), lim х = х

1-+ оо 1

(теорема 1). Ясно, что НтуЯ1= л:, ибо \хП1 — y„Jx<-^- (^6N).

Точка х принадлежит прямоугольнику Р— при некотором

Гб/Г0. Множество Р- открыто. Значит, хП[, уп/£Р_ при всех

достаточно больших /. Кроме того, \\хП[—у„г|«^о_ при всех

достаточно больших /. Поэтому найдется число /£N, такое,

что
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Но тогда неравенство (10) справедливо при x = x„v у = уП[ и

е = г0, что противоречит неравенству (11).
Предложение доказано.

Замечание. Заключение предложения 8 можно было бы

сформулировать и так:

ф(у) = ф(*)+ф' (*)-(у — jc)+|jc—yl»x(y)
при всех х, yQK, причем lim «о (8) = 0, где

6^+0

со(8)= sup К(У)1Ь
(х, у)еКХК
||х-у||х<5

Доказательство. Понятно, что 0Ч®1)^5Ш(^2)> если

0<81<82. Вместе с тем при любом s>0 найдется такое 8>0,
что

1К(У)К5-
при всех х, у£К, таких, что Цл: — уИх-^З. Значит,

ш (8)= sup IK O') II, <£.
(х, у)еКхК
Цх-у||х<8

т. е. lim о) (8) = 0.
8-.+0

Мы уже знаем (см. теорему 4), что если линейное

отображение множества /?v в себя имеет ненулевой определитель,
то оно взаимнооднозначно отображает множество R4 на себя.

Смысл следующей теоремы состоит, грубо говоря, в том,

что гладкое отображение Ф, якобиан которого в точке х0
отличен от нуля, локально, т. е. вблизи точки х0 ведет себя
так же, как аффинное отображение Ф (.*„) -j- йХоФ: сужение Ф на

некоторую окрестность точки х0 взаимнооднозначно, и

отображает эту окрестность на некоторую окрестность точки Ф(х0).
Начнем со следующего вспомогательного утверждения.
Лемма. Предположим, что Ф — гладкое отображение

открытого множества G пространства R1 в пространство

R'’ и y£R\ У — (Уи у2, ..., у,). Пусть /— функция,
заданная в G равенством

Ах)=\\Ф(х)-у\£ (x£G).
Тогда /—гладкая функция и

grad f{x) = 2 (</,Ф)* (Ф (х)-у) ix е G) (12)
(см. определение 5 п. 7 и определение 6 п. 6).

Доказательство. Выразим/(х) с помощью

координатных функций срь ср2, ..., <pv отображения Ф:

/ (*) = <Ф (*) —у, Ф {х) — y>v =2 (<р* (*) — Ун?-
k—\
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Из этого равенства сразу следует гладкость функции /, так

как квадрат гладкой функции и сумма конечного семейства

гладких функций
— снова гладкая функция. Вычислим D /(•*)'-

D[J)f(x) = 2jpi(<?k(x)—yk)-DU]<?k{x) [x^G,j— 1, 2,
ь-i

т. e. grad/(A:) = 2 [Ф' (я)]* (Ф(л:)—у) (x£G). Но это и значит

(предл. 8 п. 6), что выполняется равенство (12).
Лемма доказана.

Теорема 6 (д. 3). Пусть G — открытое множество

пространства R\ xqQG и Ф — гладкое отображение
множества G в множество R‘. Если det®' (х0) ф 0, то существует-
такое число р>0, что

1) D" (х0, р) с G и множество Ф [Dv (х0, р)] содержит
некоторый шар с центром в точке Ф (х0), т. е. Ф отображает
шар D' (х0, р) на некоторую окрестность точки Ф (х0);

2) сужение отображения Ф на шар D‘ (а'0, р)
взаимнооднозначно, т. е. из условий х\ х" f Dv (х0, р), х’=£=х" следуетY
что Ф {х’)Ф Ф (х"). Более того, существует такое числа

q > О, что

||Ф (*') — Ф(х")l^q\\x' — х"||v, (13)

каковы бы ни были точки х\ х" £ Dv (х0, р).
Доказательство. Начнем с доказательства взаимной

однозначности сужения отображения Ф на некоторый шар-
& (х0, г).

С этой целью проверим, что если две точки хъ л26 G
достаточно близки к точке х0 и хг^=х2, то Ф(^х) — Ф(^2)т^0-
Воспользуемся гладкостью отображения Ф:

Ф (A'i) — Ф (х2) = Ф' (х2) ■ (х, — х2) -f1| х% — хг ||v (х^,
lim аХй (х) = 0.
X -*■

Х<2

Применяя предложение 5, видим, что существуют числа.

гх > 0 и с > 0, такие, что

IIФ' (x).hl^c\hl

при всех х^О^{х0, гг), h^R'1 (гх надо взять таким, чтобы

D'(x0, rjcG, det Ф' (х) 0 при всех x^D'(х0, гх)). С дру¬
гой стороны, по замечанию к предложению 8 (в качестве /С

берем Dw (х0, г,)), существует число г2>0, такое, что

II ах, (-*i) II ~2

при всех хъ х2 £ Dv (х0, г2).
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Положим r3= min(r1, г2). Пусть x', x"£.Dv(x0, r3) и х'фх".
Тогда

IIФ (х') - Ф (х") It > II Ф' (X") • (х" - х') IL - II а,, {х') i I х' - х" \1

Ввиду того, что х"6 D" (х0, г8) С D' (х0, гх), || Ф'(х")-(х"—х0||„!>
>с||х" —x'||v, а ввиду того, что х', х" £ D' (х0, г3) с D‘ (х0, г2)у

I <**■ (*0.11, < Т • Поэтому

IIФ (X") - Ф (х') II, > с II - х' ||v - ±. \\Х" - X' ||v= | II х" - X' ||v

и Ф (х') Ф Ф(х").
Итак, сужение отображения Ф на шар Dv (х0, г3)

взаимнооднозначно, и, более того, при Я = ~2

IIФ (х')— ф (х")! > q II х' — х" I

при всех х', х” £ D‘ (х0, г3).
Утверждение 2 доказано полностью.

Теперь проверим, что образ некоторого достаточно малогср

шара с центром в точке х0 при отображении Ф есть

окрестность точки Ф(х0) (пока что мы не будем добиваться того,
чтобы эта окрестность была открытой). С этой целью мы.

зафиксируем точку у, достаточно близкую к точке Ф (х0),.
и изучим расстояние между точками Ф(х) и у, когда х

изменяется в некотором достаточно малом замкнутом шаре V
с центром в точке х0. Мы покажем, что это расстояние
достигает минимума во внутренней точке х* упомянутого шара, и,,
приравнивая нулю градиент этого расстояния в точке х*;

(предл. 3), получим, что Ф(х^.)=_у. Значит, любая точка у,.
достаточно близкая к у0, есть образ точки, принадлежащей,
шару V с центром в точке х0, что и требуется.

Приступим к выполнению намеченного плана. Пусть у
и пусть

<Р (^) = j) Ф (^)— у

Рассмотрим такое число р>0, что £>v(x0, р)сб. Так как

функция ср непрерывна на множестве G, то существует точка х*;

из шара D“ (х0, р), такая, что

?(-**)< ? (*) (x£Dv(x0, р))
(см. теорему 2). Покажем, что Цх*— ПРИ всяком доста¬

точно малом р и при всяком у, достаточно близком к Ф(х0),.
т. е. что х* принадлежит открытому шару Dv(x0, р).

Пусть р<г3. Множество <?Dv(x0, р)—граница шара £)v(x0, р)—
ограничено и замкнуто. Поэтому его образ при гладком (и, тем

самым, непрерывном) отображении Ф —снова замкнутое мно¬
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жество (следствие теоремы 2). Обозначим это множество

символом S9. Ввиду того, что dD\x0, p)dD',(x0, г3), Ф (x0)£Se,
ибо в шаре D* (х0, г3) отображение Ф взаимнооднозначно. Но

тогда (предл. 3 п. 4) найдется такое число т, что ? > 0 и

ф (■*<>) — при всех Пусть же |[ Ф (а:0) —_vL< -5- ,

Тогда

<р (X) = IIФ (х)-у £ = II [ф (X) - Ф (х0)1 + [Ф (х0) - у] fv >

> (IIФ (х) - Ф (*0) I - IIФ (х0) - у ||v)2 >(т--pj = ,

:какова бы ни была точка x£dDv(x0, р).
В то же время <р (л;*) < <р (л;0) < . Поэтому ** G D\x0, р).

Но, по лемме,

grad «р (х,) — 2,(</*.Ф)* (Ф (**) —у).

А так как р < г3, то р < гг и линейное отображение dx%Ф,
а с ним и (^Ф)* (предл. 8 п. 6) обратимо. Из равенства (см.
предл. 3)

(</*Ф)*(Ф(*,)-у)=0
следует, что

ф (■*•) — У = 0,
т. е. Ф(х*)=.у.

Итак, для любой точки у удовлетворяющей

неравенству \у— Ф(х0)||у< существует точка лс* такая, что

%**— -*о1<Р и Ф (.*;*) = у, т. е.

Ф[£>>0, р)]эД’(ф(*„), 4-).
Значит, во-первых, сужение отображения Ф на шар D\x0, р)

взаимнооднозначно, во-вторых, Ф отображает шар D* (х0, р) на

некоторую окрестность точки Ф (х0) и, в-третьих, выполняется

^неравенство (13) при всех х', x"(*Dv(x0, р).
Теорема доказана.

Следствие. Если Ф — гладкое отображение открытого
множества G пространства R' в множество R' и если

detф/ (х) =^= 0 при всех x£G, то образ Ф [В] любого
открытого множества В, содержащегося в множестве G, — снова

открытое множество.

Доказательство. Пусть В— открытое множество, BC.G
и пусть Уо€Ф[^]- Покажем, что существует окрестность точки

j^o, содержащаяся в Ф[5]. Раз .y06®[£]> то существует
точка х0 £В такая, что Ф(^0) = Уо-
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Применим теперь теорему к сужению отображения Ф на

открытое множество В. Ясно, что Ф|в — гладкое отображение
множества В в множество R" и

det [Ф |в] '.Ц) = det Ф' (х0) ф 0.

Поэтому найдется такое число р > 0, что Dv (х0, р) С В и

®\в[&(х0, Р)]=Ф[/»0, р)] есть окрестность точки Ф(•*<))•
Вместе с тем Ф [Dv(x0, p)j с® [5].

Следствие доказано.
Предложение 9. Пусть Ф—гладкое отображение

открытого множества G пространства Р? в пространство R\ Если Ф—

взаимнооднозначное отображение и если det®'(.x)=£0 при
всех x£G, то обратное отображение Ф-1, заданное на открытом
множестве Ф [G], гладко и

(Ф_1У (Ф(дс)) = [Ф' (х)]-1 (хбО),
т. е. матрица Якоби отображения Ф-1 в точке ®(x)(]®[G]
равна матрице, обратной к матрице Якоби отображения Ф

в точке x£G.
Доказательство. Положим Ф-1 — W. Пусть у, у0€Ф [G],

х ^ (У). хо = ^ (Уо)- Тогда
Ф (х) — Ф (*0) = Ф' (х0) ■ (х — х0) -f1 х — *0 ||v а(х),

lim a(jc) =0. Переписывая последнее равенство в виде

ф/С*0) • (•* — хо) = ф (*) — ф (*о) — II * ~ хо II,a (■*)
и умножая его слева на [Ф'(л0)]_1, получим

= [Ф' (X,)}-1. [Ф(х)-Ф(х0)] - [Ф' (х,)]-1^ -х,1-* (х)),
т. е.

* (У) ~ * (Уо) = I®' (*0)]“ • (У-Уо)~ 1ф'ixo)V' -Qx- x0l a (W (у))).
(14)

Допустим, что lim Ф (у) = ЧГ (уд) = х0, т. е. что отображение Ф1
У~*~Уо

непрерывно в точке у0 (y06® [G]). Тогда если x=£=xQ, х, x0£G,
то

\\х — ЛГ0Цу \\х — JCoHv Iх — •*<>!,

IIУ — Уо|1»
~~

IIф (■*) — ф (*о) I
~

|| Ф' (*о)• (jt
— Jfo) н- II -ж — *0!lv“ (х) ||,

'

Согласно предложению 5, при некотором с > О

IIФ' (*о) • (х — х0) 1^с\\х— х0 II, (х £ #v),

ибо det Ф'(л:0) # О (в предл. 5 в качестве множества К нужно
взять одноточечное множество {лг0}). С другой стороны, най-

дется такое число а>0, что || a (х) ||v < -у- при всех х, удовле-
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творяющих неравенству ||л — л0|| <С°- Поэтому при всех

x£D" (хо, а) (см. следствие предл. 2 п. 2)

IIф/ (х0) ■ (х— х0) + IIЛ — *0 ||у а (х) ||v >

> IIф' (*о) • (х — хо) IL — II х — хй ||ч I а (х) ||v >

>с\\х — x0\l — \\x — x0\l~Y= -j-tx — х0\1
и

\\х — *ollv ^ Цат — JCoIlv ^ 2

^ Г ^ О >

если |W(у)_¥(>.„)!,<«, у+у„
Итак (см. (14)),

II чг (у) - чг (у0) - [Ф' Оо)]"1 (у - уо) IL
IIУ — yoilv

—

_ II [Ф' (х0)Г‘( \х- *ollv“ (¥ (у))) J, ^
IIУ — Уо IU

^

<11^4^)]~1|lifl-£|J;-ll«(1P (Ш<
<1 [ф/ю]"111-4--»а(¥(у))и.

если IW (у) —W (у0) ||v < о, у Фуй, у £ Ф [G]. Но lim!p (j/) = W (у0),
У-»Уо

поэтому найдется такое о > 0, что || VP (у) — Ф (у0) К о при
всех у таких, что ||у— у0Ц, и, значит, последнее

неравенство справедливо при всех y£D',(y0, 8), уфуй. Ясно, что

lim a (W (у)) = О, так как lim ЧГ (у) — W (у0), и потому
У~*Уо У-*Уо

|Т(у)-ЧГ(уо)-[Ф'(^о)Г'-^-Л)1 Л

п=м.
=°-

Это и означает, что отображение Ф дифференцируемо в точке уй
и что 5Г/(Уо)= [ф/С*о)]-1» гДе x— W(y0), Лбф[0]. Если будет
доказана непрерывность отображения ЧГ в любой точке J/06®[G]>
то из сказанного будет вытекать также гладкость

отображения Ф. Действительно (см. замечание 2 к предл. 6 п. 6),

гф/ pl'\jx))\
I* W] —

| det®'(-*) j

(ay)eN,XN,) (x£G),
где dtj — непрерывные функции.

(х), .... D(v)<p
Обозначим ——

det ф, ^x)
символом Ву(х) {x£G).
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Функции Bij непрерывны на множестве G, так как частные

производные (i, j б Nv) непрерывны, функция J (J(x) =
= det®'(A:) (•*:(< G)) непрерывна на множестве G (замечание 1
к предл. 4 п. 6) и не обращается в нуль. Но

*'00 = {*«(* O'))} ((*, y)6NvXNv, у€®[0]),
так что DU)tyi = BijoW (фь ф2, ..., —координатные функции

отображения Ф). Таким образом, частные производные

непрерывны в Ф [G] в силу предл. 5 п. 3.

Итак, осталось доказать, что lim Ф (у) — Ф (у0) при любом
У~* Уо

Уо 6 Ф[0]. Рассмотрим точку х = Ф (j/0) и число г > 0, такое,

что D\xо, г) СО. Тогда ®[Dv(-*0, г)] , по следствию к теореме 6,
есть открытое множество, содержащее точку у0. Кроме того,

шар D*(х„, г) можно считать столь малым, что (в соответствии

с утверждением 2 теоремы 6) для любых двух точек х', х"
этого шара справедливо неравенство (13). Но неравенство (13)
теперь можно переписать в таком виде (полагая у' = Ф(х'),
у" = Ф(х")):

II ^ (у') — Ф (у") II, < II/ — у" Ц (/, y"^[D\x0, г)]).
Стало быть, отображение Ф равномерно непрерывно на

открытом множестве Ф [Z>v(jc0, г)], содержащем точку у0, и,
тем более, непрерывно в точке у0.

Предложение доказано.

Следствие. Пусть Ф — отображение, удовлетворяющее

условиям предыдущего предложения и пусть Г(л;)= || |Ф' (х)]_1||
(х £ G). Функция Г непрерывна на множестве G.

Доказательство. По доказанному [Ф' (х)]-1 = [Ф_1]'(Ф (х))
(x£G), так что

= 1 [Ф-1 ]' (Ф (X)) II = II ф' (ф (х)) II (X 6 G).
Следствие вытекает теперь из гладкости отображения Ф

(предл. 4 п. 7 и предл. 5 п. 3).
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